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AVANT-PROPOS. 



Des recherches g^omitriques faites A diverses ^poques sur les 

engrenages, 

Lahire est le premier qui ait donn^ un trac6 g^ometrique des engre- 
nages cylindriques. 

II a d6montr^, dans plusieurs Memoires publics dans les Actes de l^Aca- 
dimie des Sciences de Paris, les diverses propri^tfe dont jouissent les 
^picycloiides planes, et il a le premier appliqu^ ces courbes k la cons- 
truction des engrenages cylindriques. 

Camus est le premier qui ait ecrit un traits sur les engrenages theo- 
riques ; ce traits est aussi complet que le comportait T^tat de la science 
a r^poque ou ce g^om^tre ^crivait son Trait4 de M^canique. 

Get auteur essaya de construire g^ometriquement lengrenage conique 
en employant les ^picycloides spheriques ; mais il ne put construire ri- 
goureusement la tangente k cette courbe a double courbure, parce 
qu'alors les m^thodes ing^nieuses et exactes de la Giomitrie descriptive 
n etaient pas encore connues. 

EuleVy dans un Memoire public dans les Actes de I'Acadimie des Sciences 
de Berlin, demontra que Ton ne pouvait pas construire des engrenages 
cylindriques dans lesquels fussent satisfaites en meme temps les deux 
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conditions : i ^ vitesses angulaires des axes dans un rapport constant ; 
et 2® frottement de roulement entre les courbes sections droites des 
cylindres formant les surfaces des dents. 

Hachette a public , dans son Traitd des Machwes, une th^orie g^ome- 
trique des engrenages cylindriques et coniques ; des engrenages k lan- 
terne cylindriques et coniques; des engrenages k cremaill^re; des cames 
et pilons. 

II a donn^ les Spares (dessin^es sur une grande ^chelle) des traces de 
ces engrenages^ tant int^rieurs qu ext^rieurs ; mais il n'a consid^r^ que 
ceux que Ton pouvait construire au moyen des ^picycloides ^ p/on^s pour 
Tengrenage cylindrique, et sph^riques pour Tengrenage conique. 

II n'a pas donn^ les engrenages k d^veloppante de cercle ;s 
II n'a pas cherch^ si Tengrenage apte k transmettre le mouvement 
de rotation entre deux axes non situ6s dans un m£me plan 6tait pos- 
sible. 

M. Lefebvre, colonel d'artillerie , a public dans un des volumes du 
Memorial d'Artillerie, une nouvelle construction de Tengrenage conique , 
au moyen des d^veloppantes sph^riques, et il a fait ex^cuter plusieurs 
engrenages d'apres ce systeme, a la poudrerie du Bouchet; il a le pre- 
mier appel^ Tattention des constructeurs sur lemploi des d^elop- 
pantes sph^riques, dans le trac^ g^om^trique des engrenages coniques. 

PTithe a donn^ les engrenages cylindriques et coniques k frottement 
de roulement; 

Ces engrenages jouissent en effet des deux propri^tfe regard^es par 
Euler comme ^tant imcompatibles. 

Quand on r^duit chaque dent k une courbe , tant que le point de 
contact est assujetti k se mouvoir sur un plan, Euler a raison; mais 
aussitdt que Ton considere non des courbes planes^ mais des courbes k 
double courbure, et que le point de contact pent des lors se mouvoir 
dans Fespace, fVithe a raison. 
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Du calcul du froUement dans les engrenages. 

he calcul du frottement dans les engrenages ne date que de ces 
derniers temps ; on peut consulter : 

I®. Les Lecons lithographi^es de VEcole d' Application de Metz; par 

M. PONCELET; 

2®. Les Lemons Urographies de VEcole des Ponts^t-Chaussies de Navier, 
et celles de M. CoRious ; 

3®. lies Legons lithographiSes de VEcole Poly technique ; par Savary; 
4^. Plusienra Notes ins^i^es dans le Bulletin de la Sociiti Philomatique, 
par MM. Liouville et Combes. ^ 

Je me suis anssi occupy, et k plusienrs reprises, de la question des 
engrenages y mais seulement sons le rapport de leur trac^ geometrique; 
car quant au fix^ttement^ je ne m'en sui& occupe que sous le rapport de 
sa nature g^om^rique. 

Ainsi , en 1 8 1 6 , 6tant k Itlcole d'Application de Metz , la brochure 
public par Withe sur ses engrenages oylindriqnes et coniques a frotte- 
ment de roulement, m'etant tomb^e par hasard sons les yeux, je parvins, 
par des considerations gdom^riques tr^-simples, k demontrer Texac- 
titude de ce que Withe avait avanc^ sans pouvoir le prouver , parce que 
Withe etait un mecanicien trds-habile dans la pratique des arts, mais 
n*6tait pas giomitre. 

Ge fut ausfii en i8i6 qoe je vis que, par des considerations analogues a 
cdles quej avais employees pour demontrer les engrenages cylindriques 
et coniques, je pouvais parvenir k un nouvel engrenage k la Withe, 
apte k transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situ^s 
dans un meme plan. 

Les deux M^moires que je r^digeai k ce sujet, fixrent pr^sent^s k TAca- 
d^mie des Sciences au commencement de 1826} depuis, ces M^moires 

a. . 
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oDt ^t^ inserts dans le Journal de Mathimatiques pures et appUqudes, pu- 
blic par M. LiouviLLE. 

En 1818, reprenant mes recherches pr^c^dentes, je completai ce 

ft 

que j avals eatrevu sur la nature g^om^trique du frottement dans les en- 
grenages; et ce fut en 1827 que je publiai k Paris, et a un tres-petit 
nombre dexemplaires, une brochure sur ce sujet, et dans laquelle je 
parlai , pouf la premiere fois , des frottements directs et angulaires , soit 
de roulement, soit de glissement. 

On peut voir k ce sujet une Note publiee par Hachette dans la deraiere 
editioil de son TraM des Machines. 

Ce fut en 1829 que je publiai dans le Bulletin de la Sociiti d^Enr- 
couragenient (voir ann^e 1829, page 43o) une Note ou je montrai que 
Fengrenage ext^rieur et cylindrique k d^veloppantes pouvait servir k 
transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situ^s dans 
un mdme plan, et quil suffisait, pour cela, de faire tourner Tune des 
roues dent^es autour de la droite parcourue par le point de contact de 
deux dents en prise. 

Par ce proc6d^ on pouvait ex^cuter un engrenage oscillant, puisque , 
pendant que la premiere roue tournait autour de son axe fixe, la seconde 
pouvait avoir deux mouvements de rotation , Tun autour de son axe, 
lautre autour de la droite des contacts. 

Ce fut en i83o que je donnai k la Society d'Encouragement lengVe- 
nage oscillant int^rieur (voir ann^e i83o, page 293). 

Ce fut en i834 que je publiai, dans le XXIIF Cahier du Journal de 
I Ecole Polytechnique, un M^moire sur la surface enveloppe des plans nor- 
maux 4 Vepicycloide sph^rique, et je fus parl^ conduit k simplifier le 
proc^de propose par M. le colonel Lefebvre pour tracer les engrenages 
coniques a developpantes spheriques. 

Ce fut le 2 juin i83o que je pr^sentai k la Soci^t^ d'Encouragement 
pour rindustrie nationale Fengrenage de force destine k transmettre le 
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moQvement de rotation entre deux axes non situes dans nn meme 

ft 

plan. 

Ce futle 5 octobre i83i que j'annonfai k la Soci^t6 d'Encouragement 
que Ton pouvait construire une roue dentee apte k conduire autant de 
roues que Ton voudrait, quelle que f At la position que chacun des axes de 
ces roues occuperait dans Fespace par rapport a Faxe de la roue cen- 
trale , et que le proc^d^ m^canique que Fon devait employer pour tailler 
ces diverses roues ^tait le suivant : tailler les roues satellites au moyen 
d'une vis triangulaire en faisant varier convenablement Vangk que Vaxe de 
la vis et I' axe de la roue d, denter font entre eux, et ensuite tailler la roue 
centrale au mayen de Vicrou de la vis. 

Dans le premier chapitre de cet ouvrage , j'expose la thSorie des en- 
grenages telle qu on aurait dt , il me semble , la pr^enter pour qu elle 
fftt en effet ginirale. 

Aussi, par lath^orie nouvelle que je developpe dans ce chapitre, je 
suis tres-facilement conduit k la solution du probleme suivant : 

Des diverses espdces d'engrenages au moyen desquels on peut trans- 
meUre le mouvement de rotation entre deux axes non situis dans un 
meme plan. 

En lisant ce nouveau Traits des EngrenageSy on verra qu on peut trans- 
mettre le mouvement de rotation entre deux axes non situes dans un 
meme plan , au moyen de trois engrenages diff^rents , jouissant de pro- 
priet^s sp^ciales k chacun deux, et tons les trois admissibles dans la 
pratique. 

I®. Lengrenage peut etre de force, cest-a-dire que deux dents 
en prise seront en contact par une ligne droite , et le frottement 
sera de glissement angulaire. Voir le chapitre deuxieme qui a pour 
titre : Nouvel engrenage de force , etc. Voir aussi dans le chapitre 
premier, qui a pour titre : Considerations genirales sur la th^orie des 
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engrenagesy ce que nous avons dit sur les eugrenages a Jlancs. 

2^. L'engrenage peut elre de precision, cest-a-dire que deux dents 
en prise ne seront en contact que par un pointy et le frottement sera 
de glissement angulaire. Voir le chapitre troisieme, qui a pour titre : 
Nouvel engrenage de precision, etc. 

3®. L'engrenage peut etre de precision et le frottement de roulement 
angulaire. Voir le Chapitre quatrieme, qui a pour titre . Theorie gSomi- 
trique des engrenages d frottement de roulement 
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CHAPITRE PREMIER. 



Considerations gdndrales sur la Thdorie des Engrenages 



Un engrenage est un systeme m^canique compost de deux roues 
dent^es G et C| , fix^es Tune C ^ un axe A , lautre C| ^ un axe A| et tel 
que si la roue C toume autour de son axe A , elle entraine la roue C< et 
la force a toumer aussi autour de son axe A|. 

Le probl^me que Ton se propose , en construisant un semblable sys- 
teme, est done celui-ci : transmettre le mouvement de rotation entre deux 
axes. Mais, de plus, on se propose de tailler les dents des roues dent^es 
de telle maniere , que les deux axes se meuvent uniform^ment 

Des lors, la surface $ qui doit terminer chacune des dents de la 
roue C, et la surface $| qui doit terminer chacune des dents de la roue 
C| , ne sont plus arbitraireSy elles doivent avoir des formes giomiiriques 
particuliere§ et telles que ces deux surfaces puissent se conduire unifor- 
moment; et ainsi, pendant que Tune des surfaces 9 tourne uniform^ment 
autour de Taxe A, il faut quen se mettant toujours et successivement 
en contact avec lautre surface $| , elle imprime k cette surface $| un 
mouvement de rotation uniforme autour de son axe A|. Le probleme 
des engrenages est done un veritable probleme de g^m^trie, ?t ^videm- 
ment c est un probleme de relation de forme et de position; de fbrmej 
puisqu il sagit de construire deux surfaces g^om^triques; de position, 
puisqu'il s'agit de raettre en presence ces deux surfaces. 
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Aiissi la th^rie des engrenages est-elle completement du ressort de 
la G^omdrie descriptive, et Tune de ses plus belles applications. 

Deux axes A et A, peuvent avoir Tun par rapport k Fautre, et dans 
lespace , trois positions dtstinctes : 

1*. Les axes peuvent etre paralUles; 

2°. Les axes peuvent se couper sous un angle egal k un angle droit 
ou plus petit quun angle droit; 

3°. Les axes peuvent n'etre point situ^s dans un meme plan et faire 
entre eux un angle ^al k un angle droit ou plus petit qu'un angle droit. 

Dans ce qui va suivre nous d^ignons par v la vitesse angulaire de 
Taxe A , et par v< celle de laxe A| . 

1. Dans le cos des axes paralldles, fig. i , menons un plan P perpendi- 
culaire a laxe A et coupant cet axe au point o et Taxe A| au point 0|. 

Partageons la droite oO| en deux parties ox et xo^ , telles que Ton ait 



ox P, 

OjX P 



Tracjons dans le plan P deux cercles C et G< , le premier ayant le 
point o pour centre et ox poor rayon, et le second ayant le point o, 
pour centre et o^x pour rayon. 

Ces deux cercles seront tangents Tun k 1 autre au point x; ils auront 
en ce point meme tangente Q. 

Si les axes A et A| toument sur eux-memes avec les vitesses respec- 
tives tr et V| , le premier dans le sens indique par la fleche a, et le second 
dans le sens indique par la fl^cbe a, , les deux cercles C et C4 rouleront 
Tun sur lautre. 

2. Dans le cas des axes qui se coupent, fig. 2, menons dans le plan 
des axes et par le point s, en lequel ils se coupent, una droite R qui di- 
vise Tangle des axes en deux parties telles que le rapport de leurs sinus 
soit inverse du rapport des vitesses des axes, et prenons sur la droite R 
un point arbitraire x; abaissons de ce point x deux perpendiculaires, 
Tune xo sur laxe A, lautre xo^ sur laxe A^ ; menons par ox un plan P 
perpendiculaire k laxe A, et par o^x un plan P, perpendiculaire k Faxe A,; 
tracons dans le plan P un cercle C ayant le point o pour centre et ox 
pour rayon , et dans le plan P| un cercle C| ayant le point o^ pour centre 
et o,x pour rayon. 
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Ces deux cercles seront tangents lun k Tautre au point x; ils auront 
en ce point m^me tangente 6. 

Si les axes A et A< tournent sur eux-memes avec les vitesses respec- 
tives V etv^^ le premier dans le sens indiqu6 par la fleche a et le second 
dans le sens indiqu^ par la fleche a^ , les deux cercles C et C, rouleront 
Tun sur lautre, car par construction on a 



ox Ux 



5. Dans le cas des axes non situ^s dans un mime plan, fig, 3, con- 
struisons la plus courte distance 00| entre les deux axes ; prenons sur 
cette plus courte distance un point x tel que Ton ait 



ox Vj 

O^X V ' 



menons par cette plus courte distance un plan P perpendiculaire a 
laxe A, et un plan P, perpendiculaire k Vaxe A| ; trac^ons dans le plan P 
un cerde G ayant le point o pour centre et ox pour rayon , et dans le 
plan Pi un cercle C| ayant le point o< pour centre et o^x pour rayon. 

Ces deux cercles se croiseront au point x; ils auront en ce point des 
tangentes diff^rentes 5 et 9<. 

Si les axes A et A< tournent sur eux-memes avec les vitesses respec- 
tives V et V| , le premier dans le sens indiqu^ par la fleche a, et le second 
dans le sens indiqu6 par la fleche a^ , les deux cercles C et C, rouleront 
Tun sur Fautre. 

Dans les deux premiers cas les cercles G et C, roulent directement 
Tun sur lautre, parce qu'ils ont une tangente commune; dans le troisieme 
cas les cercles C et C| roulent angulairement Fun sur Fautre, parce qu'ils 
ont des tangentes differentes. 

Ges cercles G et G, sont dits, dans les trois cas, les cercles primitifs de^ 
Fengrenage. 

Gela pose , on pent donner du prdbleme deux solutions distinctes : 

Premiere solution. On pent supposer que la surface <P de la dent de la 
roue fix^e k Faxe A est connue , et alors on a a chercher la surface 4>, 
qui doit terminer la dent de la roue fix^e k Faxe A| ; dans ce mode de 
solution, la surface 4>| est Yenveloppe de Yenvelopp^e 0. 
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Seconde solution. On peut imaginer une surface 2 $e mouvant dans 
Tespace suivant une certaine loi d^terminee par les conditions du pro- 
bleme, et construire les surfaces $ et $< qui doivent terminer, la premiere 
la dent de la roue fix^e h Taxe A, et la seconde la dent de la roue 
fixee & Taxe A, ; dans ce mode de solution, les surfaces $ et $i,sont deux 
surfaces enveloppes ayant la nieme enveloppie 2. 

Premier mode giniral de solution, 

Concevons lasurface $ fixee au cercle C et d'une mani^re invariable. 

Concevons que pendant que Taxe A tourne sur lui-meme avec la Vi- 
tesse v, un point du cercle C decrive sur ce cercle G, dans un temps /, 
un arc qui mesure un angle a, et qu un point du cercle C« , pendant que 
Taxe A< tourne sur lui-meme avec la vitesse V|, decrive sur ce cercle C| , 
et dans le meme temps £, un arc qui mesure un angle 6. 

Fig. I . — Cas des ares paralldles. 

Si Ton fait tourner laxe A autour de Faxe A, , il engendrera un cy- 
lindre de revolution ayant pour section droite un cercle C, trac^ dans le 
plan P et ayant le point o< pour centre et 00| pour rayon. 

Si le point o se meut sur le cercle C^ dans le sens indiqu^ par la 
fleche a, , et des lors en un sens inverse du mouvement de Taxe A| , et^ 
sil decrit sur ce cercle C^ un arc mesurant un ang^e 6, la surface ^ 
sera transport^e en une position $'; et si en cette position la surface $' 
tourne autour de la droite A', position que laxe A est v^nu prendre, d'un 
angle a et dans le sens indique par la flecbe a, elle prendra une 
position 4>i. 

Si Ton transporte $« en 0", en lui faisant decrire autom* de laxe A, un. 
second angle S, et que Ton fasse tourner ^", autour de la nouvelle position. 
A" de Faxe A, dun nouvel angle a, ^^ prendra la position 9"; et ainsi 
de suite. L enveloppe de Fespace parcouru par la surface $ sera la sur- 
face chercbee $|, et cette surface 4>| sera tangente aux diverses positions. 
$, $0, C> de Y enveloppie $. 

Et comme Yenveloppe et son enveloppee sont en general tangentes 
Fune k Fautre suivant une ligne qui est dite caract^ristique de Fenve- 
loppe et qui n est autre que Fintersection de deux enveloppees succes- 
sives ou infiniment voisines, il sensuit que les dents de Fengrenage sc 
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mettront successively en t en contact par une portion de ligne courbe ou 
droitey suivant la forme geometrique de la surface enveloppee $, et sa 
position par rapport aux axes A et A,. 

Fig. 2. —Gas des axes qui se coupenL 

Si Ton fait tourner Taxe A autour de Faxe A< , il engendrera une sur^ 
face conique de revolution ayant pour base le cercle Cj, ayant le point o^ 
pour centre et oo,. pour rayon; et Ton obtiendra Tenveloppe $< par une 
construction semblable k celle employee dans le cas des axes paralldles. 

Fig. 3. — Gas des axes non siiuis dans un m^me plan. 

Si Ton fait tourner Faxe A autour de Faxe A< , il engendrera une sur- 
face hyperbolo'ide a une nappe et de revolution, ayant pour cercle 
de gorge le cercle Gj trace dans le plan P, , et ayant le point 0| pour 
centre et la plus courte distance 00| pour rayon. Et Fon obtiendra en- 
core Fenveloppe $,.parune construction semblable a celle employee dans 
les deux cas precedents. 

Ainsi nous avons trois especes d engrenages : 

1^, L'engrenage cylindrique ; 

a"". L'engrenagte conique; 

y. L^ngrenage hyperboloidique. 

Et dans chacun de ces engrenages, la surface $ qui termine la dent de 
la roue fixee 44 axe A, conduit uniformement la surface $| qui termine 
la dentde la roue fixee k Faxe A, , ces deux surfaces $ et $| se mettant 
successivement en contact par une ligne courbe ou droite, suivant la na- 
ture geometrique de la surface $ et sa position dans Fespace, par rap-^ 
port aux axes A et A| de Fengrenage. 

Second mode giniral de solution ^ fig. 4. 

Goncevons deux axes A et A, arbitrairement places, dans Fespace, Fun 
par rapport iiFautre. Ayant construit les deux cercles primitifs G et G,. 
ainsi que nous Favons dit ci-dessus, imaginons un plan Q de position arbi- 
traire dans Fespace, mats passant par le point :c, et tra^ons dans ce plan Q 
un cercle D, passant par ce m^me point or, mais ayant pour centre un 
point quelconque b du plan Q ; imaginons enfin un axe B passant par le 
centre b du cercle D et perpendiculaire au plan Q de ce cercle. 

Gela fait , enroulons un fil F, sur le cercle G du point /jusquau point or, 
puis, sur le cercle D du point x au point k^ 
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EnrouloDS un second fil F^ , sur le cercle C< du point /, jusqu au 
point jc, puis, sur le cercle D du point x au point k. 

11 est evident que si je fais tourner le cercle D autour de son axe B, 
dans le sens indiqu^ par la fleche a, , les axes A et A| toumeront sur eux- 
meraes avec les vitesses respectives v et v, , et que les cercles C et C, 
rouleront Tun sur Tautre en tournant, le premier dans le sens indique par 
la fleche a, et le second dans le sens indiqud par la flAche a^, Et ces 
cercles rouleront directement Tun sur I'autre, s'ils ont meme tangente aux, 
point X , et rouleront angulairement Tun sur lantre , s'ils ont en ce meme 
point X des tangentes dif¥!6rentes , ainsi qu'il a et^ dit ci-dessus. 

Cela pose , concevons une surface 2 fix^e d une maniere invariable au 
cercle D, et concevons qu'ii I'axe A soit fix^e une masse de mati^re M et 
qu'aussi se trouve fix6e a Taxe A| une masse de matiere M,. Pendant que 
le cercle D tournera autour de son axe B, les masses M et M< tourneront 
uniformement autour des axes A et A,,le rapport de leurs vitesses angu- 

laires etant constant et egal ^ — ; en meme temps la surface 2 se mou- 

vra dans Tespace, entrain^e quelle est par le cercle D. 

Et si Ton considere la surface 2 comme un outily cet outil 2 fera suc- 
cessivement son logement soit dans la masse M, soit dans la masse M « ; 
et les logements successifs que Ton obtiendra en faisant mouvoir le 
cercle D, formeront une surface fixee a Taxe A et une surface <b^ fixee 
a Taxe A| , et ces deux surfaces envehppes, qui ^videmment auront Tune 
etl'autre la surface 2 pour envelopp^e commune, seront telles , que sup- 
primant le cercle D et la surface 2, elles se conduiront uniformement. 

La surface 2 se met a chaque instant du mouvement en contact avec 
la surface ^, par une caracteristique ^, et cette surface 2 se met aussi a 
chaque instant du mouvement en contact avec la surface $« , par unC ca- 
racteristique §1 ; en general, les courbes | et §| seront des lignes diff^- 
rentes et distinctes , et comme elles sont toutes deux trac^es sur la sur- 
face 2, en general elles se couperont en un point; par consequent, 
d'apres ce second mode de construction , on pent dire que les dents de 
lecigrenage ne se toucheront que par un point. 

On voit done, par ce qui precede, d'oii proviennent les engrenages 
de force et de pricision^ appelant engrenage de force celui pour lequel 
deux dents sont en contact par une ligne^ et engrenage de precision celui 
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pour lequel deux dent^ sont en contact par im point. Et en meme temps 
on voU que le second mode de solution n'est autre que le premier mode, 
lorsque Ion suppose que le cercle D se confond avec Tun des cercles C ou C , • 

Maintenant nous pouVons tres-facilement descendre de cette theorie 
{jenerale aux cas particuliers. 

Car, I** dans le second mode, la surface 2 pent etre une surface quel- 
conque; on peut done prendre pour surface 2 un plan ;^, et des lors, 
comme Tenveloppe de I'espace parcouru par un plan est toujours une 
surface d6veloppable, les deux surfaces $ et $| seront developpables , et 
des lors d une construction plus facile dans la pratique. 

Le plan Q, sur lequel est trace le cercle D, peut faire avec le plan du 
cercle G, un angle arbitraire a', et en mSme temps la trace de ce 
plan Q sur le plan du cercle G peut faire avec le rayon ox de ce cercle G 
un angle arbitraire S'; on peut donner k chacun de ces angles a' et S\ 
suivant que Ton considere Tun des trois cas, axes paralldles^ axes qui se 
coupenty axes non situis dans un meme plan, une valeur particuliere et 
telle qu elle amene des simplifications dans la construction pratique de 
Fengrenage. 

On peut en dire autant pour le cercle D, car on peut prendre son 
centre b partout ou Ton vent sur son plan Q, on pourra done lui donner 
une position particuliere et telle qu'elle permette de construire avec plus 
de simplicity V^pure qui doit servir k construire le relief. 

On peut aussi tracer le cercle D avec un rayon plus ou moins grand; 
le rayon du cercle D peut meme ^tre infini ; et d^s lors ce cercle D de- 
vientune Ugne droiteL,j?gf. 5, passant par le point x et pouvant avoir 
dans Fespace une direction arbitraire par rapport aux axes A et A| . . 

Gar, 2** dans le premier mode, on peut prendre pour la surface ou 
Tenveloppee 0, qui termine la dent fix^e k Faxe A, itoute surface que 
Ton voudra ; on pourra done prendre pour $ un plan y et meme donner 
a ce plan 7 une position toute particuliere, et ainsi le faire passer par 
Faxe A. 

Des lors la surface $# sera une surface d^veloppable, puisqu elle sera 
Fenveloppe de Fespace parcouru par un plan y. 

Gela dit^ examinons comment la construction des engrenages paiticu- 
Hers mais giomitriques adopt^s dans la pratique et d^crits dans les Trait^s 
publics par les divers auteurs qui se sont occup^s de la question impor- 
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taate des engrenages th^oriqueSy derive tout naturellement de lun ou 
de Tautre des deux modes de solution ginirale que nous venons d exposer. 

Les divers auteurs qui se sont occup^s de la th^orie des engrenages 
oDt decrit ( I ) : 

I. Les engrenages cylindriques extdrieur et intirieur (les axes A et A| 
sont alors paralleles). 

Ces engrenages sont tels que les surfaces $ et $4 sont cylindriques , 
les generatrices de ces cylindres etant paralleles aux axes A et A| . 

Premier systeme. La section droite de la surface $ est unc 6picycloide 
plane ainsi que la section droite de la surface <b^ . 

Pour Tengrenage ext^rieur, Tune de ces epicycloides est ext^rieure et 
Tautre est interieure; 

Pour lengrenage interieur, Tune et Tautre de ces epicycloides sont 
interieures ou exterieures. 

La construction de ces engrenages rent re dans le second mode ge- 
neral, car en effet cela revient a prendre pour la surface enveloppie 2 un 
plan X parallele a la fois aux axes A et A| ; k supposer que le cercle D 
est situe sur le plan P qui contient les cercles primitifs C et C^ , et 
que ce cercle D a an point x meme tangente Q avec les cercles C et C4. 

Des lors la surface enveloppe de Fespace parcouru par le plan ;r sera 
une surface cylindrique. 

Chacune des surfaces et $< sera done un cylindre; il suffira done 
de connaitre la section droite de $ ou de $< pour que cette surface $ 
ou 0, soit compietement determin6e. 

Or il est evident que cette section droite sera la courbe enveloppe de 
Fespace parcouru sur le plan P par la trace du plan / sur ce meme 
plan P. Et Ton sait que cette courbe enveloppe est une epicycloide 
plane, etc. 

Deuxidme ^'steme. La section droite de la surface $, est une ^picy- 
cloide plane, tandisque la section droite dela surface $ est un rayon 
du cercle C, cette surface $ ^tant un plan passant par Taxe A. 

Pour I'engrenage ext^rieur, repicycloide est exterieure; 



(i) Pour bien comprendre ce qui va suivre, on doit avoir present k Tesprit ce 
< jtie Hachett E a ecrit sur les divers systemes d' engrenages, dans son Traite des Machines, 
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Pour Tengrenage int^rieur , 1 epicycloide est int^rieure. 

On obtieot ainsi TeDgrenage cylindrique dit engrenage cydindrique 
k Jlancs. 

La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode ge- 
neral; car, en effet, cela revient k consid^rer la surface $ comme ^tant 
tetwelopp^e, et k prendre un plan 7 pour cette envelopp^e , en assujettis- 
sant ce plan y k passer par I'axe A ; et il est Evident qu au lieu du premier 
mode on aura le second mode g^n^ral si Ton suppose que le cercle D 
n'est autre que le cercle primitif G. 

Troisiime systdme. La section droite de la surface $ est un cercle (?, dont 
le centre d est plac^ sur le cercle primitif C; la section droite de la sur- 
face 0< est une courbe parallele k Fepicycloide decrite par le point d^ 
en supposant que le cercle G roule sur le cercle G| ; on obtient alors len- 
grenage dit engrenage cylindrique d lanteme. 

Pour lengrenage extdrieur, repicycloide decrite par le point d est 
ext^rieure; 

Pour lengrenage int^rieur, repicycloide decrite par le point d est 
int^rieure. 

La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode g^- 
n6ral; car, en effet, cela revient k consid^rer la surface $ comme ^tant 
\envelopp6ey et k prendre pour $ une surface cylindrique ayant le cer- 
cle d pour section droite. 

Quatriime systeme. La section droite de cbacune des surfaces $ et $, 
est une d^veloppante parfaite de cercle. 

La construction de ces >engrenages rentre dans le second mode ge- 
neral; car, en rffet, cela revient a considerer Venveloppie 2 comme 
^tant un plan -^ parallele aux axes A et A| ; & supposer que le cercle D 
a un rayon infini , et que des lors il n est autre qu une droite L pas- 
sant par le point x; et a concevoir, de plus, que cette droite L est si- 
tu^e dans le' plan P qui contient les cercles primitifs G et G| ; cette 
droite L coupant au point x les deux cercles primitifs G et G| , et le 
plan / etant perpendiculaire k cette droite L. 

U. Les engrenages coniques exterieur et intirieur (les axes A et A| se 
coupent alors en un point 5). 

Ges engrenages sont tels que les surfaces $ et $1 sont des cdnes ayant 

pour sommet commun le point 5, en lequel se coupent les axes A et A^ 

2 



( io) 

Premier sysitme , Tja courbe directrice An c6ne $ estune ipicycloi'dc 
sph^rique; celle du cdne $| est une 6picycloide plane, trac^ sur le 
plan du cercle C,. Pour lengrenage exterieur, Tune des ^picy cloides , 
celle qui est spberiqne , est exterieure et lautre est int^rieura 

Pour lengrenage int^rieur: Tune et Tautre des ^picycloides , et la 
sph^rique et la plane, sont interieures ou ext^rieures. 

La construction de ces engrenages rentre dans le second mode g^ 
neral; car, en effet, cela revient k tracer le cercle D dans le plan du 
cercle primitif C, ; et, de plus, k supposer que les trois cercles D, C 
et G| out au point x meme tangente 0. Et enfin, k consid^rer la surface 
envelopp^e 1 comme ^tant un plan -^ , assujetti k passer constamment 
par le point s. 

Deuxiime syst^me. La courbe directrice du c6ne $ est une ^picycloi'de 
spherique, celle du c6ne $< ^tant un rayon (et des lors une droite) du 
cercle C< . 

Pour Tengrenage ext^rieur, repicycloide spb^rique est ext^eu re ; 

Pour Tengrenage int^rieur, Tepicycloide spherique est int^eure. 

On obtient ainsi lengrenage dit, ehgrenage conique dflancs. 

La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode ge- 
neral; car, en effet, cela revient a^ supposer que le cercle D se confond 
avec le cercle C<, que Tenveloppee 2 n'est autre cjue la surface $<, et 
que cette envelopp^e $| est un plan y passant constamment par Faxe A,. 

Troisiime systdme. La surface directrice du c6ne 0| est une sphere A< 
ayant son centre b^ situe sur le cercle primitif G, , et ce cdne <>| a pour 
sommet le point s en lequei les axes A et A| se coupent: La surface di- 
rectrice du cdne $ est une surface canal engendr^e par la sphere A| 
pendant que son centre 6| d^rit une ^picycloide spherique, en sup* 
posant que le cercle C, roule sur le cercle C. 

Pour lengrenage ext^rieur, I'^picycloiide spherique est ext^ieure ; 

Pour lengrenage int^rieur, repicycloide spherique est int^rieure. 

On obtient ainsi Tengrenage conique dit engrenage conique a lanteme. 

La construction de ces engrenages rentre dans le premier mode g^ 
neral; car, en effet, cela revient k consid^rer la surface ^\ comme une 
envelopp^e fix^e au cercle C, , cette envelopp^e ^i ^tant un c6ne ayant 
le point s pour sommet, et ^tant de revolution puisquil enveloppe la 
sphere A<. 



Quatriime systdme. La courbe directrice de chacune des surfaces co- 
niques ^ et $| est une d^veloppante sph^rique. 

La construction de ces engrenages rentre dans le second mode ge^ 
n^ral; et, en efFet, cela revient k consid^rer le cercle D comme ay ant 
son centre au point 5, et ^ supposer que son plan Q passe par la 
droite R , fig. 2 , laquelle divise Tangle des axes en deux parties dont 
ie rapport des sinus est inverse de celui des vitesses des axes ; ensuite a 
prendre pour lenvelopp^e 1 un plan /^ passant par le point s et 
perpendicuiaire au plan Q. 

III. Les engrenages a crimaillere droite. 

Pour ces engrenages , les auteurs n'ont consider^ que celui pour lequel 
la direction de la cr^maillere est perpendicuiaire a Taxe du pignon ou 
roue dent^. 

Premier systtme. La surface de la dent de la roue est cylindrique et a 
pour section droite une d^veloppante du cercle primitif , et la surface 
de la dent de la cremaillere est un plan perpendicuiaire k la direction de 
la cremaillere; 

Deuxiime ^stbme. La surface de la dent de la cr6maillere est cylin- 
drique et a pour section droite une cycloide, et la surface d^ la dent 
de la roue est un plan passant par laxe de la roue. 

Dans le premier syst^me, la roue conduit la cremaillere; 

Dans le second systeme, la cremaillere conduit la roue. 

En combinant les deux systemes on en forme un troisieme qui permet 
k la roue de conduire ou d etre conduite. 

La construction de cet engrenage rentre pour le premier systeme, 
dans le premier mode general , et pour le second systeme , dans le se- 
cond mode general de solution. 

Et, en effet, dans le premier sy slime, cela revient a supposer (les 
axes A et A^ etant paralleles) que le cercle G^ a un rayon infini , et que 
Tenveloppee $ est un plan / perpendicuiaire k la droite G,. 

Dans le second systeme, cela revient a supposer (les axes A et A^ etant 
toujours paralleles), i"* que le rayon du cercle C est infini; 2"* que le cer- 
cle D est situe sur le plan du cercle C| et qu il est tangent au point xetkce 
cercle G| et ^ la droite G ; 3*" que le diametre du cercle D est egal au rayon 
du cercle G, ; et 4*^ que Tenveloppee 2 est un plan 7 passant par Taxe A^ . 
Troisieme syst^e. La surface $ de chacune des dents de la roue G 
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est un dyliddre de revolution ayant ses generatrices paralleles k l*axe A 
de cette roue ou lanterne C (la dent prend alors le nom dejuseau) , et la 
section droite du cylindre.^ est un cercle & ayant son centre 6 place 
sttr le cercle primitif G, 

La surface *| de chacune des- dents de la cremaillere G^ est un cy- 
lindre ayant pour section droite une courbe parallele k la cycldide en- 
gendr^e par le centre b du cercle (?, pendant que le cercle primitif C 
roule sur la droite primitive G<. 

La construction de cet engrenage rentre dans le second mode general 
de solution; car, en effet, cela revient a supposer que le cercle D se 
confond avec le cercle C| , et que la surface 2 est un cylindre ayant le 
cercle d^ pour section droite. 

Quatri^e ^steme. La surface $, de chacune des dents de la cre- 
maillere est un cylindre de revolution ayant ses generatrices perpendi- 
culaires k la direction de la cremaillere , et pour section droite un cercle 
(J< dont le centre b^ est place sur la droite primitive G<. La surface 9 de 
chacune des dents de la roue , est un cylindre ayant pour section droite 
une courbe parallele k la developpante du cercle primitif C. 

La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode general 
de solution; car, en effet, cela revient k supposer que la surface $< est 
une envelopp^e fixee au cercle ou droite primitive G,, et que la surface $ 
est Fenveloppe de $|. 
IV. ies engrenages a crimailUre circulaire. 

Lorsque Ton examine un engrenage conique , on pent , au lieu de ne 
considerer que les deux cercles primitifs G et G< qui rovlent directemeni 
Tun sur lautre, considerer les deux c6nes V et V< qui auraient pour 
sommet commun le point s (en lequel se coupent les axes A et A< de 
lengrenage) et pour base respective les cercles G et G, ; alors les deux 
cdnes V et V4 , que 1 on peut appeler cones primitifs y rouleront Tun sur 
lautre, ainsi que le font les cercles G et G|. 

L'engrenage k cremaillere circulaire s obtient lorsque Ton suppose 
que Tun de ces c6nes primitifs (¥<, par exemple) devient un plan, qui 
est alors le plan du cercle G| ; les surfaces $ et $| sont coniques et ont 
pour sommet commun le point 5. 

Premier sysiime. La courbe directrice du c6ne $1 est une epicycloide 
spheriquej la courbe directrice du c6ne $ est une epicycloide plane 
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trac^e surle plan dii cercle C. Lune des epicycloides ^tant int^rieure, 
Fautre est forc^ment exf^rieure. 

Ija construction de cet engrenage rentre dans le second mode g^n^ral 
de solution ; car, en effet , cela revient k supposer que le cercle D est 
trace dans le plan du cercle primitif C, et que les trois cercles C, C< 
et D ont meme tangente au point x; et enfin k prendre pour la sur- 
face 1 un plan / assujetti k passer constamment par le point s. 

Deuxi^e systhne. La courbe directrice du c6ne $| est une epicycloide 
spt^rique , et la courbe directrice du c6ne $ est un rayon du cercle pri- 
mitif C; en sorte que la surface 9 est un plan y passant constamment par 
Taxe A de la roue G. Alors I'engrenage est kflancs. 

La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode ge- 
neral de solution; car, en effet, cela revient k supposer que le cercle D 
se confond avecle cercle primitif C , et que Tenvelopp^e $ est un plan y 
passant par Taxe A. 

Troisieme systdme. La surface $, est un plan ;^ passant par I'axe A^ 
et la surface $ a pour directrice une d^veloppante sph^rique du cercle 
primitif C. L engrenage est encore k /lanes. 

La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode ge 
n^ral; car en effet, cela revient k supposer que le cercle D se confond 
avec le cercle primitif C, et que la surface 2 n est autre qu un plan y^ ; et 
comme le plan ^ n'est autre que la surface <S>^ , on voit que la roue <P 
est Tenveloppe de Tenvelopp^e 0, ou du plan /. 

Quatrierne syst^me. La surface $, est un c6ne ayant son sommet au 
point s et ^tant tangent k une sphere A, dont le centre 6| est situ^ sur le 
cercle primitif C, . 

La surface $ est un cdne ayant son sommet au point s et qui est tangent 
k la surface annulaire engendr^epar la sphere A,, pendant que son centre 
6, decrit une d^veloppante sph^rique du cercle primitif C , le cercle C,. 
roulant sur le cercle C. 

La construction de cet engrenage rentre dansle premier modegeneralde 

solution; car, en effet, cela revient k considcirer 4>| comme une enveloppee. 

Cinqui^e systime. La surface $ est un c6ne qui ayant son sommet 

au point s est tangent k une sphere A ayant son centre b situ^ sur le 

cercle primitif C. 
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La surface $4 est un cdne ayant son sommet au point 5 et pour di- 
rectrice la surface canal engendr^e par la sphere A, dont le centre 6 
d^crit une ^picycloide sph^rique, le cercle C roulant sur le cercle €4. 

La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode g^ 
n^ral, car en effet, cela revient a consid^rer \e fuseau conique qui 
forme la dent de la roue C, comme ^tant Tenveloppde $ fix^e au cer- 
cle C) et cL consid^rer la surface $< comme ^tant lenveloppe de Fenve- 
loppee 0. 

Dans la pra^i^ue les constructeurs combinent le deuxieme syst^me avec 
le troisieme , pour avoir un engrenage dans lequel la cr^maillere circu- 
laire puisse conduire le pignon et etre conduite par lui. 

C'est ce que Ton fait aussi dans les engrenages "icr^/tne&i^ues et coniques 
epicycldidaux , lorsque Ton vent employer le systeme k /lanes, parce que 
le flanc ne peut pas conduire, il doit toujours etre conduit, pour ^viter 
ce que Ton appelle I'arc-boutement 

V. L engrenage a vis sans fin, (Les axes A et A| ne sont pas situes 
dans un meme plan , et font entre eux un angle droit.) 

La construction de cet engrenage rentre dans le premier mode general. 

En effet, cela revient k consid^rer le filet de vis comme ^tant Tenve- 
lopp^e $ fix^e au cercle primitif C (i). 

Dans to us les Traits publics sur les engrenages th^oriques, on ne 
trouve que la description des dix-huit systemes pr^c^dents; et remar- 
quons que tons ces engrenages sont des engrenages defi)rce. 

L engrenage apte k transmettre le mouvement de rotation entre deux 
axes non situ^ dans un meme plan, et faisant un angle variant depuis 
Tangle nul jusqu'i Tangle droit, a ^cbapp6 aux recherches des g^ometres. 

Et Ton pent facilement concevoir pourquoi il en a ^te ainsi : 

Les auteurs n out jamais envisage la throne des engrenages du point 
de vue Ae\i qui lui appartient; ils ne sont jamais partis de la tb^orie 



(i) Les raecanicieas ont toujours, dans Tengrenage k vis sans fin, presenle la vis tan - 
gentiellement k la surOace cylindrique de la roue , en dirigeant toujours aussi son axe 
perpendiculairement k oelui de la roue ; ils n*avaient point vu que Taxe de la vis pouvait 
faire un angle aigu avec celui de la roue , avant que j*eusse fait remarquer que cela etait 
possible en tkiorie et executable en pratique. 
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g^D^rale des surfaces enveloppes, pour ^tablir une th^orie g^nerale et 
complete des engrenages; ils out toujours suivi des sentiers de traverse 
qui n out pu les conduire qu'^ des cas particuliers. 

Et, en effet, pour les engrenages cylindriques, ils ^tablissent tout 
dabord que les surfaces des dents seront cylindriques, et ils n ont plus 
alors a chercfaer autre chose que la courbe enveloppe de Tespace par- 
couru par une courbe de forme donn^e se mouvant dans un plan. 

On en peut dire autant des engrenages coniques, car on a toujours 
cfaercfa^ ce qui se passait sur une sphere. 

On peut encore en dire autant de lengrenage k cr&hfiaill^re pour le* 
quel la direction de la cr^maillere fait avec Taxe du pignon un angle 
quelconque; cet engrenage a ^happ^ aux divers auteurs, parce qulls 
n'avaient poipt ^t^ conduits par leur theorie a lengrenage apte k trans- 
mettre le mouyement de rotation entre deux axes non situ^s dans un 
meme plan , et qwe lengrenage k cr4maillere dont je parle en est un cas 
particulier; car lengrenage k crimaiUere doit ^videmment etre consi* 
d^r^ comme le passage de lengrenage iniirieur k lengrenage extirieur; 
puisquil soffit desupposer que le rayon de Fun des deux oercles primitifs 
€ ou C| devient infini , lorsque Ton veut avoir un engrenage a cr4maiU^e, 

II est Evident qn avec nn point de depart tel que celui adopts par tons 
les auteurs, il ^tait impossible d'arriver soit k lengrenage cylindrique 
dans lequel Tune des roues e^ taill^e par une vis et Tautre roue par 
r^rou de cettie vis ^ soit k lengrenage cylindrique dans lequel les sur- 
faces et 4^1 des dents sont de» surfaces h^Ii^o'ides et d^veloppables. 

Mais en partant de la th^rie des surfaces enveloppes, le second mode 
g6n6rak de solution conduit imm^diatement k quatre ^stimes d engre- 
nages aptes k transmettre le mouvement de rotation entre deux axes non 
stWs dans tm mime plan, ces engrenages ^tant les analogues des engre- 
nages (^Uadriques et coniques d^crits par les auteui's et aussi simples 
qu'eux, quant ji leur traci giom^trique, 

Et, en efiSet ^ concevons (ji^. 6) deux axes A et A| non sitn^ dans un 
mdme plan, et faisant entre eux un angle 6 plus petit qu'un angle droit, 
ou ^al k un angle droit. 

Ddsignons par v et v^ les vitesses angulaires respectives des axes A 

et Af. 
Cottstruisons la plus courte distance oo,. entre ces axes. 
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PrenoDS sur la droite oOf uq point x tel que Ton ait 



ox P, 



o^x 



Cela fait, pour le premier ^stime^ pla9ons le cercle D sur le plan du 
cercle primitif G et de maniere k ce que les deux cercles C et D soieot 
tangents Fun k Fautre au point x. Prenons pour Tenveloppee 2 un plan y 
passant par le point x et par laxe B du cercle D ; les axes A et B , en vertu 
de la position donnee au cercle D , seront paralleles : le plan 7 sera done 
parallele a laxe A. 

Faisons, d'abord, rouler directement le cercle D sur le cercle C; le 
plan y sera lenveloppee d'une surface cylindrique ayant pour section 
droite Fepicycloide plane d^crite par le point x ; cette ^picycloide sera 
interieure ou ext^rieure , suivant que le cercle D sera int^rieur ou exte- 
rieur par rapport au cercle C. Faisons, ensuite, vovler angulairement le 
cercle D sur le cercle primitif C,; Fenveloppe de Fespace parcouru par 
le plan 7 sera une surface d^veloppable 0,; mais cette surface $« ne sera 
pas une h^li^oide cylindrique, parce que le plan y en ses diverses po- 
sitions ne coupe pas sous un angle constant Faxe A,. li'arete de rebrous-^ 
sement ^i de la surface d^veloppable $« ne sera done pas une h^lice 
cylindrique. 

Pour construire Fengrenage, il suffira done main tenant de chercher la 
nature geom^trique de cette arete de rebroussement 91 et de construire 
ses projections; et, en y r^fl^chissant un peu, il ne serait pas difficile 
d y arriver. 

Mais 9 dans la pratique , il n'est pas indispensable de connaitre Farete 
.de rebroussement (ft. 

Car, la surface $1 etant developpable, deux sections planes de cette 
suiface suffisent pour la construire , puisque deux sections planes suffi- 
sent pour donner la direction des generatrices droites de cette surface. 

£t, en effet, on sait quune courbe pent Stre construite par points , ou 
au moyep de ses tangentes; dans ce dernier cas la courbe est consideree 
comme Yenveloppe d une droite. 

Or, considerant le plan y qui passe par Faxe A , si Fon construit di- 
verses positions y\ y'\ y*', de ce plan, en supposant que Faxe A di6crive 
un hyperboloide autour de Faxe A, ; il nous suffira de couper tout le 



( 17) 
systeme par deux plans paralleles entre eux U et D'; le plan U coupera 
les plans 7, 7', 7", 7'* suivant les droites g^ g^, 92^99^ ^t le plan U' cou- 
pera ces memes plans 7, 7', y'\ y'^ suivant les droites g\ g[^ g'^^ 9^- Et 
si Ton construit la courbe X enveloppe du polygone form^ par les 
droites g^ g\i g^^ g^^ et la courbe X' enveloppe du polygone form^ par 
les droites g\ g[^ gi^ gi, et si Ton unit les points a contact de X et de 9 
avec a' contact de X' et de g', a, contact de X et de g^ avec a,' contact 
de X' et de g[^ et ainsi de suite, on aura les droites G, G', G", G'^, qui 
dans Tespace seront les generatrices de la surface d^veloppable dont la 
courbe <p^ (qui nous est inconnue) doit etre Tarete de rebroussement. 

II sera done facile d'ex^cuter Yipure n^cessaire k la construction en 
relief Ae Fengrenage. 

Toutefois , il est bon de remarquer que cet engrenage sera un engre- 
nage de precision; car la surface cylindrique $ et la surface d^veloppable 
$4 ne semettront ^videmment en contact que parun seul point. 

On pourrait simplifier cet engrenage , car, au lieu d'avoir pour la 
surface 9 une surface cylindrique, on pourrait prendre un plan ;( pas- 
sant par Faxe A ; 

Et, d apr^s le premier mode g^n^ral , cela revient k consid^rer le cer- 
cle D comme n'^tant autre que le cercle primitif C et Tenveloppe comme 
^tant Tenvelopp^e 2, et ^ prendrfe pour cette envelopp^e 9 un plan ;j. 
Et il est Evident que, des lors, pour le deuxiime ^stdme, la surface $1 
sera toujours une surface d^veloppable du meme genre que celle que nous 
obtenions pr^c^demment, et dont nous avons d^sign^ FarSte de rebrous- 
sement par la lettre <f^. 

On aura ainsi un engrenage k flancSy et qui , de plus , sera un engre- 
nage de force y parce que le plan y^ et la surface d^veloppable $< seront 
en contact par une ligne droite. 

Le second mode general de solution conduit k un engrenage d une 
autre forme , et dont Fex^cution est bien plus facile que celle des deux 
engrenages pr^c^ents, ce qui doit le faire adopter dans la pratique, Et 
en effet, supposons que le cercle D a un rayon infini, ou, en d*autres 
termes , supposons que le cercle D est un droite L ; pla9ons cette droite L 
dans le plan du cercle primitif C , et telle qu'elle passe par le point x et 
soit perpendiculaire k la plus courte distance oo^ ; prenons pour Fen- 
velopp^e 1 un plan 7 perpendiculaire k la droite L. 

3 



! 



(.8) 

Des lors pour le troisieme systime, Fenveioppe ^ da plan y , par rap- 
port k Vaxe A y sera im cylipdre ayaiit se& ^^D^ratrices droiteft paralleles 
k Taxe A , et ayant pour section droite une d^veloppante du cercle G ; Fen* 
veloppe $1 du plaa 7, par rapport k Faxe A^, sera une surface hih^dide 
d^veloppable dout Farete de rebroussement sera une h^ce trac^e sur le 
cylindre de revolution ayant pour axe Faxe A^ et pour section droite le 
eercle G^ ; et Fou retombe ainsi , et sans aucune difficult^ , sur Fengre- 
nage de force y dont la tb^orie et la construction font le sujet du second 
chapitre ci-aprds. 

On peut construire un quatri^me sysUme d engrenage, et qui prendra 
le noni d engrenage d UnUeme. 

En effet, il suffira de supposer que le cercle D se. confond avec le 
cercle primitif G, et que la surface 2 est un cylindi*e H, dont les gene- 
ratrices sont paralleles k Faxe A de Fa roue G , ce cylindre etant d'ail- 
leurs tangent k une sphere A, dont le centre b est situe sur le cercle 

priautif G. 

II faudra done determiner la surface $« comme etant Fenveloppe du 
cylindre H , ee qui ne doit o^ir aucune difficult^ r^eUe k ceux qui sa- 
vent la g4om4trie descriptive. Et Fon obtiendra un engrenage de farce y 
puisque cela revient k considerer \efuseau H comme etant Fenveloppee $, 
et que Fon rentre ainsi dans lo premier mode general de solution. 

Si Fon veut obtenir un engrenage de precision , on aura k ex^cuter 
F^^e d'apres ce qui suit : 

SupposoBS cpie Faxe A tonme autour de Faxe A4 , il aigendre une sur- 
face byperboloide R k une nappe et de revolution et ayant la droite A, 
pour axe de rotation. Ij axe A prendra done dans Fespaee diverges po- 
sitions A% A'^, A*^, lesquelles seront diverses ge&eratrices droites de la 
surface gauche K. 

Le cylindre on fuseau H prendra done diverses positions H', H'', H'' 
correspondant aux positions A', A", A*^ de Faxe A ; 

Et la sphere A prendra aussi diverses positions A', A% A"*, correspon- 
dant aux positions H', H", H'*' du fuseau cyUndrique. Or, en chacune 
de ces positions , les surfaces H et A seront tangentes Fune k Fautre par 
un grand cercle d' de la sphere A , H' et A' par un grand cercle e^', H" 
et A" par un grand cercle (?", et il sera facile d avoir les projections de 
ces cercles ^, ^\ d"- 



( '9) 
Le centre b de la sph^ A d^rit dans Tespace une couii>e q>) , dont 

la constmctioil sera aussi facile que celle de T^picycloide sph^rique , vu 
quele cercle C roule sur le cercle G^ , et que la condition k laq^elie ce 
cercle G est astreint, savoir, de rouler angulairement , et toujours sous le 
mime angle, sur le cercle C,, ne change rien anx proc^^ graphiques 
employ^ pour la construction des projections de lepicycloide sph6- 
rique , courbe que Ton obtient lorsque le cercle C roule directement sur 
le cercle C^ . La courbe gi ne sera plus situ^e sur une sphere coniine 
r^picycloide gph^rique , elie sera situ^e sur une surface annulaire 6 en- 
gendr^epar le cercle C toumant autour du cercle G,. Aussi croyons- 
nous que Ton doit donner k la courbe (>> le nom d'^picyddide annulaire ^ 
pour la distingner de Yipicyddide sphirique, 

Gela dit, lorsqu'une sphere engendre une surface canal, la caractS- 
ristique de cette surface canal «st un grand cercle de la sphere dont le 
plan passant par le centre de cette sphere est normal k la courbe par- 
courae par le centre de la spb^re: 

II fandra done , pour chacune des positions A , A^ A'\ A"" de la sphere 
mobile A, constrnire les cercles caract^ristiques c^,, (?,', c^", c^r dela sur- 
face canal. 

Les cercles & et&^j &' et &[, &" et &% &" et (^7 se couperont respec-^ 
tivement en deux points p et 9, p' et q\ p" et 9", p" et q'^y et si Ton 
construit pour chacun de ces points le plan tangent a la surface canal, 
ces plans d^ermineront une surface d^veloppable <b^ qui formera la 
surface de la dent de la roue fix6e k Faxe A|. 

n est evident, par la construction mSme, que la surface develop- 
pable 4>i se mettra successivement en contact avec le fuseau H , par les 
points p, p', p", ou 9, q\ q'\ suivant que Ton aura construit un engrenage 
int^rieur ou ext^rieur. On voit done que dans le quatriime systime on pent 
constrnire k volont^ un engrenage deforce ouun engrenage de precision. 

Le second mode general de solution nous conduit encore k Tengre- 
nage qui fait le sujet du troisi^me chapitre ci-apr6s, et qui a pour titre : 
Des engrenages dans lesquels I'une des roues deniies est taillee par une vis 
triangulaire y C autre roue dentie dtant taillee par Vicrou de cette vis. 

Et, en effet, supposons que le cercle D a un r&yon iinfini, et que d^s- 
lors il devienne une droite L passant par le point x et situ^e dans un 
plan parallele a la fbis k Faxe A et i Faxe A,. 

3.. 
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Itnaginons que cette droite L fasse avec I'axe A ud angle quelconque 
a , et preaoDS pour Fenvelopp^e 2 uq filet de vis triangulaire. 

La surface 4> sera Fenveloppe de la vis, et la surface $« sera Tenve- 
loppe de r^crou de cette vis. 

Nous sommes ainsi conduits k un cinquidme ^stime apte k transmettre 
le mouvement de rotation entre deux axes non situ^s dans un mime plariy 
et ce dernier engrenage est un engrenage de prScision. 

II me semble bien Evident que la throne des engrenages pr^sent^e ainsi 
que je viens de le faire , a lavantage de permettre aux mecaniciens de 
chercher des constructions nouvelles pour les engrenages, et de s'assurer 
que leurs inventions nouvelles sont en effet assujetties aux lois de la theo- 
rie g^om^trique; car on ne doit jamais perdre de vue que, pour que les 
arts m^caniques fassent des progres r^els, la thiorie doit toujours eclai- 
rer la pratique. De sorte que si en pratique on modiBe les constructions 
theoriques , pour les simplifier, en ce sens qu'on emploie des constructions 
plus faciles que celles donn^es par la tb6orie {constructions pratiques qui ne 
conduisent, en definitive, qua des r^sultats approximatifs), on doit tou* 
jours connaitre la th^orie et les r^sultats rigoureux auxquels elle conduit, 
pour savoir de combien les r^ultats approximatifs en different, et 
des lors avoir le moyen d'appr^cier lerreur commise, et de juger si 
cette erreur commise est dans des limites telles, quelle soit admissible 
en pratique. 

Mais ce qui doit surtout etre remarque, c est que la tb^orie g^nerale , 
telle que nous venous de lexposer, conduit k une propri^t^ tris-utile pour 
la pratique; car, d'apres cette tbeorie, on voit quayant construit une 
roue dent^e C fix^e k un axe A, on pent construire : 

1**. Soit une roue dentee C| fix^e a un axe A< , et telle que , mise en 
place, laxe A< coupe laxe A , et que des lors les roues C et C, forment 
un engrenage conique; 

2**. Soit une roue dentee Ca fixee a un axe A^ , et telle que , mise en 
place , laxe A, soit parallele k Tax^ A , et que des lors les roues C et C^ 
forment un engrenage cylindrique ; 

y, Soit une roue dentee C, fix^e k un axe A,, et telle que, mise en 
place , laxe A, ne soit pas situ^ dans un meme plan avec laxe A , et que 
ces deux axes A, et A fassent ^ntre eux un angle a , et que des lors les 
roues C et C, forment un engrenage hyperboloidique. 
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De sorte que Ton voit que la meme roue G peut conduire en meme 
temps les trois roues C,, Ca, Cj; chaque dent de la roue centrale C se 
mettant en contact avec chacune des dents des roues satellites €<, C^, G, 
par une ligne droite ou courbe si Fengrenage est constiniit d'apres le 
premier mode general de solution, et seulement par un point si Fengre- 
nage est construit d'apr&s le second mode g^n^ral de solution. 

Cette propri^t^ remarquable n avait jamais encore 6t6 aper^ue par les 
auteurs qui ont ^crit sur les engrenages ; car une roue qui , dent^e d'a- 
pres leur systeme, doit faire partie d'un engrenage cylindrique, ne peut 
servir k conduire une roue dent^e destin^e k faire partie d un engrenage 
conique; de sorte que, d'apr^s ce qui a 6t6 ecrit jusqu'a present, une 
roue dent^e C cylindrique ne peut conduire que des roues dent^es C^ , 
Cg, Gs, mais aussi cylindriques ; et quune roue dent^e G conique, ne peut 
conduire que des roues dent^es G^ , G^, Ga, aussi coniques; et quainsi 
tons les axes A, A| , A,, A,, des roues G, Gf , G^, G3 , dans le premier 
cas, doivent tous etre paralldles, la distance de Faxe A aux axes A| , A, , 
A, pouvant varier ; et que , dans le second cas , tous ces axes doivent se 
couper en un meme point, Fangle que Faxe A fait avec les axes A| , A, , 
A, pouvant seul varier. 

Et il faut bien le remarquer, lorsque je parle des roues dent^es d apres 
le systeme adopts jusqu'^ present, j entends parler des roues formant 
des engrenages de force, et ainsi des roues pour lesquelles deux dents 
se mettent en contact par une portion de ligne droite (i). 

Gar il est k noter que les auteurs ne se sont jamais occupes que des 
engrenages de force, et n ont jamais dit dans leurs ouVrages un seul mot 
sur les engrenages de precision, dont Futilite ne peut etre cependant 
contest^e dans la pratique des arts m^caniques. 

En r^sum^ : 

1. D apres notre th^orie, et en vertu du second mode g^n^ral de so- 



(1) Si Ton construisait une roue centrale C i flancs (la surface de chacune de ses 
dents etant d^s lors un plan passant par son axe A ) , cette roue C pourrait theorique- 
me/If conduire une roue C, cylindrique, une roue C, conique , et une roue C3 hyper- 
boloidique; mm en pratique un semblable engrenage ne serait pas admissible , A cause 
de rinconvenient signale plus haut, et que Ton nomme arc-boutement. 
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lution , o& peut constfuire des eagr^HiBLges de pricision , i "" cylindriques , 
2"" canitfuesy et 3^ hyperboldidiques , en nombre ind^fini^ car il suffit 
de faire variei* : i "^ la n^itore de la surface envelopp^e 2 ; 2^ le rayon 
du cercle D ; 3** rinclinaison du plan de ce cercle D par rapport au 
plan da cercle pritnitif G ou C| ; et 4^ Tangle sous lequel la trace du 
plan du cercle D sur le f>lan du ceit^k primitif C ou C| coupe la tan* 
gente 6 ^m d| men^e, par le point x^ au cercle C <>u €« . 

II. D apres ootre th^orie, et en veftu du premier mbde g^n^ld de 
solution, on pourra construire une iB£ntl:e dengrenages de force ^ dans 
lesquels une roue C poorra conduire xmt roue ccnkft^e G| , une roue cy-- 
tindrique G,, et une time kyperbotoiidique "C^^ puisqu'il suffira de consi- 
d^rer la surface <f> de la dent de la roue G CMame t»ne emeloppie, 

Et si Ton prend pour la surface $ un plan 7, aoqnel cas on obtient une 
surface d^veloppable 4>4 pour la dent de 4a roue G| , ou C^, ou G3, 1'on 
retombe ^ur les engrenages comqnes et cylindriques d6]k connus et dits 
engrenages aflancs, et sur lengrenage kyperbohiidique aussi kflancs, et 
dont 11 a ^t^ parl^ ci-^lessus , pour la premiere fois , car il ^tait reste 
ignor^ jasqu'i ce moment. 

Les engrenages de force d flancs jouissent seuls, parmi les engrenages 
d^crits par les auteurs , de la propri^^ remarquable , savoir : que la roue 
qui potte les)(?anc5 pent dtre indistindemeut conduite par une roue co^ 
nique, ou uoe roue cytindriquBy ou une roue hypefboldidique. 

III. Notre tb^orie inous cottdnit k la cons(t*uction d'une infinite d en- 
grenages de Jbrce aptes k transmettre le moavement de rotation entre 
deux axes twn situ^ dans un m4me plan jet parmi eux , ceux qui sont ad* 
misstbles dans la pratic[ue , sont ^idemment ceux pour lesquels les sur- 
faces des dents sont d^veloppables. Or, poar cela , il suffit de prendre 
pour Fenvelopp^e 2 un plan ;( , et d assujeitir ce plan k ttte perpendicu- 
laire au plan T, qui est le seal plan tangent qui puisse £tre commun aux 
deux cylindres qui out pour sections droites les cercles primitifs G et C|. 

Ainsi la meme roue dent^e G peut conduire une infinite de roues 
dentees, cbaque axe de ces roues faisant avec Taxe A de la roue G, des 
angles qui peuvent varier depuis Tangle nul jusqu^ Tangle droit. 

Mais dans la pratique, il parait qu'on ne pourra pas avoir Tangiedroit et 
qu on devra s'arrfeter probablemenft vers Tangle demi-droit, tout en pou- 
vant aller, peut-fitre, un peu au-deli. ( Foirle second cbapitre ci-apr6s.) 



0^3 ) 

IV. Motre throne noas conduit k la construction d un engrenage de 
precision, qui est admissible dans la pratique, parce que la surface enve- 
loppee 2 est un outil simple (tine vis et un ^crou), Dans cet engrenage une 
roue dent^e C pourra conduire en meme temps une roue dentee co* 
nique C^ , une roue dentee cylindrique C, , et une roue dentee kyperbo- 
loidique C,. 

Dans ce syst^me, i^ laxe A^ de la roue conique G| pourra couper 
Taxe A de la roue C sous un angle variable et en un point variable ; 
2^ Taxe A) de la roue cylindrique G^ ne pourra pas etre plus ou nK)ins 
rapproch^ ou ^loign^ de Taxe A de la roue G; mais, 3° Taxe A, de la 
roue hyperboldidique G3 pourra etre plus ou moins rapproch^ ou eloi- 
gn^ de Taxe A de la roue G^ et pourra faire, avec cet axe un angle 
variable; 

Et cela a lieu parce que, dans les premier et troisidme cas, on peut 
faire toumer la roue C| ou la roue G, autour de Taxe de T^rou ou de 
Taxe de la vis dont on s*est servi pour taiUer cette roue G| ou G,. 

On doit ajouter que les xmriations qui peuvent avoilr lieu, i"" quant 
k Tamplitude des angles que les axes peuvent faire entre eux; et 
2"" quant k la grandeur de la plus conrte distance qui peut exister entre 
ces memes axes; ces variations, dis^je, ne peuvent avoir lieu qu entre 
certaines limites; mais quelque restreintes que ces limites puissent dtre, 
suivant les cas particuliers , les variations permises off riront toujours dans 
la pratique une grande facility pour la pose des axes et la disposition des 
m^canismes. ( Voir le Ghapitre III.) 

V. Tout ce que nous venous de dire dans ce chapitre ne se rapporte 
quk la theorie des engrenages dans lesqiiek le frottement est de glisse^ 
merU; la tbtorie g^n^rale des engrenages dans lesquels le frottement est 
de roulement , et qui sent connus dans les arts m^caniques sous le nom 
d engrenages de Withe, ietdi le sujet du quatrieme Ghapitre, lequel ter- 
mine cet ouvrage. Les engrenages cylmdriques et coniques inventes par 
fFithe sont de v^ritables^ engrenages de precision, car les surfaces de 
deux dents en prise n y sont en contact q»e par un seul point. 
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CHAPITRE II. 

Th^orie g^om^trique dun nou^el engrenage deforce destin^ 
a transmettre le moui^ement de rotation entre deux axes 
non situ^s dans un meme plan. 

§1. 

On doit se rappeler que j appelle engrenage de force ^ celui dans le- 
quel un certain nombre de dents sont deux a deux en contact par une 
ligne droite ou courbe; et engrenage de precision, cehii dans lequel un 
certain nombre de dents sont deux k deux en contact par un seul point. 

Cela dit, imaginons [fig, 7) deux axes A et A, , Tun A vertical et 
lautre A| incline , ces deux axes comprenant entre eux un angle S plus 
petit qu'un angle droit, et ces deux axes n'^tant point sitn^ dans un 
meme plan. 

D^signons par D la plus courte distance existant entre ces deux axes ; 
par o son pied sur Faxe A, et par o^ son pied sur laxe A^. 

Prenons sur la droite D un point x , lequel sera situe entre les deux 
axes; d^signons ox par R et ox^ par R|, et repr^sentons par v et v^ les 
vitesses angulaires des axes A et A4. 

Cela pose , imaginons deux cyllndres , Fun H du rayon R , et ayant A 
pour axe de ri^volution; lautre H| du rayon R^, et ayant A4 pour axe de 
revolution. 

Ces deux cylindres seront tangents Tun k Fautre au point x. 

Les generatrices G du cylindre H et G| du cylindre H^ , lesquelles se 
coupent au point x , seront les generatrices de contact d'un plan T qui 
sera vertical et tangent k la fois aux deux cylindres H et H^. 

Cela pose, coupons tout le systeme par un plan horizontal P etmen^ 
k une distance z au-dessous de la plus courte distance D. Ce plan P cou- 
pera le cylindre H suivant un cercle C du rayon R , et le cylindre H , 
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suivHDt une ellipse E, dont les denii-axes seront egaux, savoir : le demi 
petit-axe 4 R|, et le demi grand-axe k — '-r 

Ce meme plan P coupera le plan T suivant une droite X qui sera tan- 
gente en meme temps au cercle C et ^ Tellipse E. 

Cette droite X touchera le cercle C en qn point y, et Fellipse E en 
un point g^ ; ces points ^ et ^, seront les intei*sections respectives du 
plan P et des generatrices droites G et G,. 

Cela pos6, tra^ons dans le plan P une developpante (J du cercle C, 
laquelle aura son origine au point b de ce cercle C et coupera la droite X 
en un point m ; des loi^ on aura la droite gm 6gale a Tare rectifie gb. 

Supposons par le point m une droite verticale Y, laquelle sera situee 

dans le plan T, et des lors tangente au cylindre H| en nn point y situe 
sur la generatrice G,. 

Cela fait, si nous faisous tourner la courbe ^ autour de Taxe A, elle 
poussera la droite Y en la faisant mouvoir dans le plan T et paralle- 
lement k elle-raeme; de telle sorte que si la courbe c^, tournant dun 
angle a, vient prendre la position &\ le point b ayant decrit un arc bb' 
qui , sur le cercle C, mesure un angle egal a a, cette position c?' coupera 
la droite X en un point m', et tel que Ton aura 



mm' = arc rectifie bb\ 



Des lors , la droite Y sera venue se placer en Y ', et le point y sera venu 
se placer en j' sur Y', et Ton aura 



(i) mm' = yy.sinS. 

On voit done que pour des angles de rotation ^gaux entre eux et a a et 
parcourus autour de Taxe A , la courbe ^ conduira uniform^ment la ver- 
ticale Y en lui faisant parcourir sur la droite X, et pour chaque angle de 

rotation a, des longueurs ^ales entre elles et k mm'. 

Cberchons maintenant la nature g^ometrique de la surface r^l^e $« 
qui, fix^e au cylindre H| , sera telle que pour des angles de rotation, 
^gaux entre eux, autour de I'axe Ai, ses diverses generatrices droites 
viendront successivement se placer dans le plan T et parall^lement a 
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I axe A, ou, en d'autres termes, viendront successivement prendre dans 
le plan T les diverses positions Y, Y',.. . En y r^fl^chissant un pen, on 
voit que cette surface O^ ne peut etre autre que Th^i^oide d^veloppable 
form^ par les tangentes k Tb^lice cylindrique | , courbe tracee sur le cy- 
lindre H^ en pliant librement la droite Y sur ce cylindre; et comme la 
droite Y est paralldle k Taxe A , et que la g^n^ratrice G4 est parallile k 
Taxe A|, il s ensuit que Y et G4 se coupent sous Tangle S, et que d^ lors 
rh^Iice I coupe toutes les generatrices du cylindre H^ sous Tangle S. 

Par consequent, le rayon de la section droite du cylindre H, etant R^, 
eif designant par h le pas de Thelice £, et par L la longueur d'une spire 
eutiere et rectifiee de cette courbe, on aura 

/ 2 7r.R, ^ . 3 7r.Ri / ; — 5-3 9?r.R, 

h = - — ^ et L = -- — r^V 1-4- tangle = -^. 

tang^ tang 6 *' sin 6 

On voit done, dapres ce qui precede, que si : 

1^. La surface $ de la dent de la roue fix^e k Taxe A est un cylindre 
ayant ses generatrices paralleles k cet axe A, et pour section droite ou 
base la developpante e^; 

2''. La surface .$4 de la dent de la roue fixee k Taxe A| est un heli9oide 
developpable , ayant Thelice | pour arete dc rebroussement ; 

Les deux roues tournant respectivement autour des axes A et A4,les 
dents $ et $4 se conduiront uniformement et se mettront, a cfaaque ins- 
tant du mouvement, en contact par une portion de ligne droite , et le 
contact des dents sera tel, evidemment, puisque les deux surfaces cy- 
lindrique et heli^oidale $4 se mettent successivement en contact par 
leurs generatrices droites. 

II est evident que les deux roues ainsi dentees ne formeront point un 
engrenage d retour, c'est-i-dire que la roue fixee k Taxe A et destinee a 
imprimer un mouvement de rotation k la roue fixee k Taxe A, ne pourra 
jamais toumer que dans un sens ; car si Ton compare cet engrenage k 
celui que Ton execute ordinairement pour transmettre le mouvement de 
rotation entre deux axes paralleles , engrenage dans lequel les dents sont 
terminees par des surfaces cylindriques ayant respectivement pour sec- 
tions droites des developpantes de cercle , on voit que ce dernier en- 
grenage est k retoury parce que les cylindres H et H| ont deux plans 
tangents communs; tandis que, poar le nouvel engrenage, les cylin- 
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dres H et H| n ont qu'iin seul plan tangent commun , savoir, le plan T. 

Gherchons maintenant quelle doit etre la longueur des rayons R et R « 
des cylindres H et H^ suivant que les axes A et A| auront meme vitesse 
angulaire ou des vitesses angulaires diff ^rentes. 

f^. Si Ton suppose que les deux axes A et A^ ont xa&me vitesse, il 
faudra, apr^s un tour entier de r^olution de la courbe & autour de 
Taxe A , que Ton ait 



tnmf = 27r.R et yy' = h; 
et d^s lors, en veitu de T^quation (i), on aura 

= -^ . sinb, 

tang€ ' 

Equation qui se r^duit k 
(a) R = R^.cosS. 

L'^quation (2) sera celle qui lie entre eux les rayons R et R| des cy- 
lindres H et H| , et qui doit etre satisfaite pour tjue les deux axes A et A| 
aient meme vitesse angulaire. 

Et comme cos § est plus petit que lunite , il s ensuit que Ion aura 

R. > R, 

et R| sera d autant plus grand que Tangle 6 approchera plus d etre ^ai 
k un angle droit, car F^quation (2) nous dit que lorsque S = 90®, on a 
cos§ = o, et par suite R| = ^. 

Ainsi, d apr^s ce qui precede, s etant donne la plus courte distance D 
existant entre les axes A et A| et Tangle S que ces axes font entre eux , 
on devra, pour connaitre la position du point x snr la droite D, ou , en 
d autres termes, pour calculer les rayons R et R| des cylindres H et H4, 
poser T^quation 

R 4- R| = D; 

« 

et comjne T^qnation (2) donne 

R 



R, = 

cos ' 
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on aura 

D 



R = 



et par suite 

D.cos€ 



R,= 



I -J- COS 6* 



2*. Si Ton veut que les vitesses angulaires des deux axes A et A, soient 
differentes, il faudra, en d^ignant les vitesses respectives des axes A 
et A, par v et u< , que la cireonferenee C du rayon R, et la longueur 
dune spire entiere de Thdlice § , soient entre elles dans le rapport in- 
verse ~ des vitesses des axes A et A, . 

On devra done avoir 



:tnR:^snT^^^V.vr.v, 



d ou Ton tire 



R.u.tangS = R<.v, v/i -h tangos, 
ou 

(3) R|.V4 = R. v. sin 6. 

Telle sera Tequation qui liera entre eux les rayons R et R| des cylindres 
H et H4, pour que les deux axes A et A| aient des vitesses angulaires dans 

un rapport constant — . 

Si nous supposons que Ton ait place m dents $ sur le cylindre H et ni^ 
dents $4 sur le cylindre H|, on aura 



m v^ 



Des lors T^quatiou (3) deviendra 

, (4) R. = R.^-.sinS. 

Ainsi; supposant que Ton se donne la plus courte distance D entre les axes 
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A et A, et Tangle 6 que ces axes font entre eux et le rapport — ou — , 

pour placer le point x sur la droite D, ou, en dautres termes, pour cal- 
culer les rayons R et R, des cylindres H et H|, il faudra poser T^quation 

R -h R^ = D; 
et, en verlu de Tequation (4), on aura 

R= " 



et 



R. = 



1 H- 


m 


1 
• sinS 


m 


D. 


sin 6 


I 4- 


m 


• 

.sin 6 



Traci et construction de I'engrenage extirieur. 

On peut, par un trac^ graphique tres-simple , construire la longueur 
des rayons R et R^ des cylindres H et H| , lorsque Ton connait {jig, 8) : 

I*'. La longueur ab de la plus courte distance D existant entre les 
axes A et A^; 

2^. L angle S que les deux axes A et A| doivent faire entre eux ; 

3^. Le rapport — des vitesses angulaires de ces axes, v etant la vitesse 

de Taxe A et v^ celle de Taxe A| . 

En effet, projetons les deux axes A et A| sur un plan vertical parallele 
k ces deux axes, on aura {jig, 8 bis) les deux droites A et A|, comprenant 
entre elles Tangle S. 

Supposons que sur la droite X, perpendiculaire a la droite A, on 

prenne une longueur mm' arbitraire , et que nous d^signerons par r ; 
par le point m' devous une droite m'y' parallele k la droite A et cou* 
pant la droite A| au point y'. 
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Du point y' menons une droite y'q perpendiculaire k la droite A| et 

coupant la droite A| au point 9, et d^ignons y'(\ par r^. 
Si Ton suppose que les deux axes A et A| out mSme vitesse angulaire, 

et que r soit le rayon du cylindre H, r, sera le rayon du cylindre H, ; 

et la plus courte distance D sera ^gale 4 r 4- r|. 

Si les axes A et A« n ont pas meme vitesse angulaire 1;, on connaitra 

le rapport — de leurs vitesses ; on aura done k constmire une droite r' 

telle que Ton ait 

d ou Ton tire 

r' = ~ r, = une certaine ligne cd, 

Et au moyen de ces deux lignes mm! et cd, il sera facile de partager la 
droite ah en deux parties ax et xb , telles que 1 on ait {^fig. 8) , 



ax ; r :: xb : r'; 

des lors on prendra ax pour R et xb pour R| . 

Les rayons des roues ^tant connus de longueur, il faut determiner 
r^paisseur des troncs cylindriques , ou, en d'autres termes, la hauteur 
des rondelles sur le pourtour desquelles seront plac^es les dents. 

Supposons {fiq> 9)> comme pr^c^demnient, que la projection soit 
faite sur un plan parallele aux axes A et A| . 

Si rd est la hauteur de la roue fix6e k Taxe A, pn = R ^tant le rayon 

de cette roue, et Ig la longueur de cette meme roue; et si p'n' = R^ 
est le rayon de la roue fixee k Faxe A, , en ahaissant des points n et 9 

des perpendiculaires sur Taxe A| , on aura en p'q' la hauteur de la rou^ 
fixee k Taxe A^ . 

Il est Evident que Ton a 



P9 > P9> 



et que p'q' deviendra d'autant plus grand, pq restant constant, que la 
longueur Ig de la dent de la roue fix6e k Taxe A sera plus grande. 
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Gette longueur Ig de la dent dela roue du rayon R dependra, comma 
on le salt , de la nature des mat^riaux employ^ pour la construction 
des roues de Tengrenage. 

On voit aussi que la hauteur p'q' de la roue du rayon R| sera la plus 

grande lorsque Taxe A| fera avec Taxe A un angle S egal k Tangle Ing: 
C2ela fait, on divisera la roue du rayon R en m dents, comme on le 

pratique pour Fengrenage cyliodrique a developpantes. 

Ainsi, ay ant, aumoyen desformules connues sur la resistance des mate- 

riaux , calcule la largeur a la racine et a Fextremit^ de la dent et la longueur 

de la dent ; et ainsi connaissant ( fig. i o) les largeurs cd et ab et la longueur 

Ik J et aussi la hauteur de la dent qui ne sera autre que celle pq {fig- 9) 
de la rondelle du rayon R , on construira p'q\ ainsi que nous Favons 

expliqu^ ci-dessus, en prenant Ig iga} k Ik. 

Cela fait, pour diviser la roue du rayon R| en m| dents I— ^tant 

^gal ^ — ) , et pour tracer les dents de cette roue, on fera la construction 

suivaute : 

i^. On abaissera du point p* (Jig. 9) une parall^le a la droite A, et 
coupant la droite gq' au point g\ on aura la proportion suivante : 

p'g' est k la longueur L d'une spire entiere de Thelice §, cooune un 
arc X de la circonf^rence G4 du rayon R« est ^ la circonference entiere 
de ce meme cercle G^ . 

Si done on d^igne p'g^ par /, on aura 



area: = 



^TT . R, . / 



Nous pourrons toujours construire L, puisque cette longueur est Thy- 
pot^nuse dun triangle rectangle dont la base est ^gale k 271. R| , et dont 
la hauteur est 6gale au pas h de Thelice ^, et que nous savons que 

h = ' . On pent done toujours construire 2;r.R| et A, et par suite L. 

2®. En vertu du rapport — qui existe entre les vitesses des axes A et A| , 
on aura calcul6, ainsi que nous Tavons dit ci-<dessus, le nombre m de 
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dents k placer sur la roue du rayon R , et cela en supposant que Ten * 
grenage soit cylindrique; on connaitra done le nombre m^ de dents 

a placer sur la roue du rayon R| , puisque m^ = m —. 

Le nombre m, de dents que la roue fixee a Faxe A| doit contenir ^tant 
connu, on divisera {fig. 1 1) le cercle G| du rayon R| en m^ parties ^gales, 
Tun des points de division ^tant, par exemple, le point a. Ensuite on 
prendra sur ce cercle C| un arc na' ^gal k Tare x, calculi ci-dessus. Par 
les points a et a' on fera passer deux d^veloppantes parfaites du cer- 
cle C| , savoir : ab et a'b\ et a et a' seront les origines respectives de 
ces courbes. 

3^. On menera un plan tangent au cylindre H|, dont la trace sur Iv 
plan du cercle C|, section droite de ce cylindre, sera la tangente bb^L 
Les developpantes sarreteront aux points b etb\ et la droite bk sera la 
projection sur le plan du cercle G, d'une g^neratrice G de rb^li^oidc; 
developpable qui forme la surface de la dcQt; et qui a Tbelice | poui* 
arete de rebroussement. 

On tracera ensuite deux cercles G,' et G, ayant meme centre que le 
cercle G| et passant paries points b ei b\ 

On menera la droite qq' parallele k bb\ et coupant le cercle C.' a ; 
point qf' et le cercle C,' au point q. 

IjCs cordes b^q' et bq d^termineront une face gauche de la dent se 
projetant suivant le trapeze bqb'q'\ mais on pourra, et cela vaudra 
mieux, parce que Tex^cution en relief sera plus facile, mener par les 
points bet b' deux paralleles coupant bq\el determinant une face plane 
avec bb' et qq'\ par la droite qq' on menera un plan Q dont la trace q'p' 
sur le cercle Gi passera par le centre de ce cercle C|. 

Ainsi la dent sera termin^e par les faces suivantes, et nous les suppo- 
sons projet^es sur le plan du cercle G| ; ce cercle G| ^tant le cercle 
sup^rieur de la rondelle sur le pourtour de laquelle sont placees les m, 
dents helicoidales *,. 

i^. Surface heliqoidale projet^e en aba'b'; 

2° et 3°. Deux faces planes paralleles entre elles et perpendiculaires k 
Taxe A'l, et projet^es en veritable grandeur en abqp et a'l/q'p'\ 

4**. Une face plane inclin^e projetee en bqb'q'; 

5°. (Tne face plane inciinee projetee en qpq'p'- 
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Au lieu de construire le pl^ bql/q\ on aurait pu prendre pour lune 
-des faces de la dent, le plan tangent au cylindre H| et dont la trace 
est 6Ar, et des lors la face projette en bqb'q' se serait projet^e en bl/ii'; et 
<:ette face aurait 6t6 normale k la surface courbe et beli^o'idale de la dent. 

De sorte que la nouvelle dent serait celle d^crite ci-dessus, et dont on 
aurait retranch^ le prisme triangulaire biq b'i'q' ; et il est Evident que Ton 
pent retrancher ce prisme sans nuire a la solidity de la dent , sans nuire 
k la r^ist€uice qu*elle doit opposer a la dent de la roue du rayon R qui 
doit la conduire , puisque la face biUi' est perpendiculaire a la face h^li- 
^idale ab db'. 

Lorsqu'on mettra Fengrenage en place, il pent arriver que la dent h^i- 
^oidale soit trop longue , de telle sorte qu en tournant autour de Taxe A,' son 
extremite b vienne rencontrer le cylindre H ; alors on recoupera cette dent 
au moyen d*un cylindre concentrique au cylindre H4, et ayant pour base 
un cercle Gs : d«s lors la dent aura une sixieme face qui sera cylindrique. 

La dent de la roue H ne se mettra en contact avec la surface h6li- 
9oi'dale aba'b\ que par une portion de cette surface b^ligoidale. 

Et, en effet, si Ton projette sur le plan du cercle G| les deux courbes 
parcoumes respectivement sur Ta surface h^li^oidale par les d^velop- 
pantes qui terminent inf^rieurement et sup^rieurement la dent de la roue 
fix^e k Taxe A , on obtiendra les courbes an et mb\ fig. 11. 

Et les projections an et mb^ des courbes de lespace seront des develop- 
pantes raccourcies du cercle G, . En sorte que le plus petit rayon que Ton 
devra donner au cercle G3 sera egal k la distance du point n au centre du 
cercle G^ . 

Quant k la dent de la roue fix^e k laxe A, on pourra la construire d'abord 
comme dent d un engrenage cylindrique en lui donnant la forme dfabec , 
fig. 10; puis triansformer cette dent en menant le plan corde ad^ ou bien 
en menant par I'axe A et le point a un plan ga-y car la portion cylin- 
drique k developpante afd est inutile, puisque Fengrenage que nousavons 
k construire n'est pas A retour. 

§ni. 

De la pose de I' engrenage. 

On sait que dans les cngrenages ext^rieurs et cylindriques k deve- 
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loppantes de cercle , on peut rapprocber ou eloigner a volonte les axes 
eDtre eux en les laissant toujours parall^les, et qa'ainsi Ton peut dimi- 
nuer ou augmenter k volont^ le jeu qui existe entre les dents. 

Cette propri^t^, tres-utile dans la pratique, et qui facilite la pose 
des axes de Fengrenage, n'existe point pour les engrenages cylindri* 
ques a ^pieycloi'des. 
Le nouvel engrenage jouit aussi d une propri6t^ analogue. 
L'angle des deux axes ^tant 6gal a 6, et la plus courte distance entre 
ces axes etant ^gale k une longueur D, il faut imp^rieusement que, quel* 
que position que Ton donne aux axes lun par rapport aFautre, ces deux 
conditions soient satisfaites, puisque les rayons R et R| sont calcul6s en 
fonction de Tangle § et de la plus courte distance D ; en sorte que les 
axes en r^alit^ doivent rester invariables. 

Gependant la distance entre les portions d'axes appartenant aux roues 
dent^es peut diminuer sans que les relations de position existant entre 
les axes consid^r^s comme droites indifinies soient alt^r6es. Et, en effet, 
imaginons deux plans Q et Q' paralleles entre eux, nous pouvons tracer 
dans le plan Q une droite invariable A, et tracer dans le plan Q' une 
suite de droites paralleles entre elles A|, A^, A'^, et faisant avec la 
droite A un angle 6; et la plus courte distance existant entre A et A,, A 
et A'l , A et A", sera toujours la mdme en longueur, elle sera ^gale k la 
distance D existant entre les plans Q et Q' : mais cette plus courte dis* 
tance variera de position dans Tespace, en sorte que la plus courte 
distance D existant entre A et A| sera ^gale k la plus courte distance 
D| existant entre A et Aj , mais ne se confondra pas avec D, elle lui 
sera parallele. 

On pourra done eloigner ou rapprocber les axes A et A| du nouvel 
engrenage en faisant glisser Taxe A| parallelement k lui-mdme dans 
le plan Q^ qui, passant par laxe A|, est parallele k Paxe A. 

Ainsi, lorsque par le travail les dents seront us^es, on pourra diminuer 
\e jeu existant entre les dents, en rapprocbant les axes. 

On peut encore arriver au meme but par un autre moyen et qui devra 
etre prefer6 dans la pratique ^ parce qu'il n exige pas de changer la po- 
sition de laxe A| par rapport k Taxe A, ou, en dautres termes, de d^- 
placer Tun des axes de I'engrenage. 
Et, en effet, si Ton donne k la roue du rayon R| une hauteur plus 
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grande que ffq\fig^ 9, si lorsque les dents s useront, on fait glisser la roue 
du rayon R| le long de Taxe A| , en la rapprochant de la position qu oc- 
cupe la plus courte distance entre ces axes, il est Evident que par ce mou- 
vement de translation la rouedu rayon B| sera, r^ellement, rapprochee 
de la roue du rayon R. 

Siv. 

« 

Des divers engrenages que Von pent consiruire d'apris ce nouveau systeme, 

• • 

On pent construire : 

1^. Des engrenages extiriewrs, et ce sont ceux que nous venons de 
decrire; 

2^. Des engrenages intirieurs; 

3^. Des engrenages a crimaillere oblique. 

Des engrenages intirieurs. 

Avant de donner quelques details sur la construction des engrenages 
intirieursy il est n^cessaire d'indiquer comment, au moyen de quatre 
roues dent6es et plac6es deux a deux sur les axes A et A|, on pent 
composer un engrenage extirieur jouissant de la propriety detre a 
retour. 

Supposons (Jig. 1 o) que la roue fix^e k Taxe A porte des dents dont la 
forme estdfabec, cette forme ^tant celle que doit avoir la dent apparte- 
nant k une des deux roues d*un engrenage extirieur et dans le cas ou 
les axes A et A| sont paralleles. Ainsi nous supposons que la dent est 
termin^e k droite et k gauche par une surface cylindriqiie ayant pour 
section droite une d^veloppante de cercle. 

Partageons cbacune de ces dents par un plan milieu passant par Taxe A 
et par la droite Ik. 

Supposons ensuite {Jig. 1 2) que nous plagons sur Faxe A et & ^gale dis- 
tance de la plus courte distance D existant entre les axes A et A| lesquels 
comprennent entre eux un angle 6, deux rondelles dent^es: Tune au-dessus 
de la plus courte distance D, et portant des dents telles que B', dont la 
forme sera donnee comme (fig. 10), savoir, dfakl; et Tautre au-dessous 
de la plus couite distance D , et portant des dents telles que B, dont la 

forme sera donnee comme (fig. 10), savoir Ikbec. 

5.. 
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Cela ^tant fait par rapport a I'axe A , considerons la surface heiiqoide 
developpable qui a pour arete de rebroussement Fh^lice §. Cette surface 
est composee de deux nappes ; et si Ton coupe cette surface par un plan S 
perpendiculaire k Taxe A|, on aura deux branches de d^veloppante de 
cercle dont Torigine ou point de rebroussement sera le point en leqnel 
I'h^lice I est couple par le plan S. 

Si done {fig. i3) on laisse au-dessous de la plus courte distance D la 
nappe inf6rieure, et que Ton fasse glisser parall^lement k elle-meme, 
et le long du cylindre H|, la nappe superieure de rh6li(;oi'de pour la 
placer k une distance egale et au-dessus de cette meme plus courte dis- 
tance D, on pourra construire deux dents M et M' qui seront inverse- 
ment sym^triques. 

Des lors, si Ton met en presence les dents M et B, M' et B', et de 
telle maniere que M et B 6iant en contact, M' et B^ soient aussi en con- 
tact , on obtiendra ^videmment un engrenage d retour. 

Rien ne sera plus facile que de mettre les dents M' et B' en contact, 
les dents M et B etant elles-mdmes mises d'abord en contact; car suppo- 
sons que la rondelle C qui porte la dent B soit fix6e d'une maniere inva- 
riable a son axe A , et qu il en soit de meme de la rondelle C| qui, plac^e 
sur Taxe A^, porte la dent M. Les axes A et A| itant plac6s dans la po- 
sition qu ils doivent occuper Tun par rapport k 1 autre , on fera touiiier 
la rondelle C| en faisant tourner son axe A, sur lui-meme jusqu'a ce que 
la dent M se mette en contact avec la dent B. 

Supposons ensuite que les rondelles, C qui porte la dent B', et G^ qui 
porte la dent M', puissent chacune tourner librement sur son axe, sans 
pouvoir glisser le long de cet axe. On pourra donner k la dent B' de la 
rondelle C toute position que Ton voudra, par rapport k la dent B de 
la rondelle C, et la rondelle C 6tant fix^e sur son axe A et invariable- 
ment en la position que Ton aura cboisie, on pourra faire tourner la 
rondelle C.' sur son axe A. , cet axe restant immobile jusqu'jt ce que la 
dent M' se soit mise en contact avec la dent B'. La rondelle GJ ^tant 
amende en cette position de contact , on la jfixera invariablement sur son 
axe A 4 . Des lors , il est Evident que lorsque Taxe A toumera sur lui-meme, 
la dent B conduira la dent M , la rotation ayant lieu de gauche k droite , 
par exemple , et que au contraire ce sera la dent B' qui conduira la dent 
M' si la rotation a lieu de droite k gauche. 
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Ainsi pour que le systeme soit k retour^ il doit £tre compost de deux 
engrenages identiques , plac^ sym^triquement Tun au-dessous et Tautre 
au-'dessus de la plus courte distance D existant entre les axes A et A|. 

Ayant bien compris ce qui precede , il sera facile de concevoir Ten- 
grenage intirieur. 

Imaginons deux cyliudres H et H| dout Tun H est creux ou concave 
et Tautre H| plein ou convexe , et tous deux tangents Tun a Tauti^e par 
un seid point jc, leurs axes faisant, d'ailleurs, entre eux un angle 6 plus 
petit qu un angle droit. 

Ges deux cylindres se couperont suivant une courbe a double cour- 
bure^ qui aura un point multiple au point x. 

Leur normale commune D passera par le point x^ et s'appuyant a la 
fbis sur les axes A et A^, elle coupera Faxe A au point o et Taxe A, au 
point 0|. 

Le point x sera situ^ sur le prolongement de la normale commune ou 
plus courte distance D, et ce point jc sera des lors situ6, non entre les 
axes A et A|, mais au-dela de Fun et Fautre de ces axes, et il sera plac6^ 
sur la plus courte distance D de telle maniere que Fon aura: 

ox : o^x ; : V, w 

V ^tant la vitesse angulaire de Faxe A et v^ celle de Faxe A4 . 

La construction da point x 6tant effectu^e, ox sera le rayon R du' 
cylindre H et o^x sera le rayon R, du cylindre H|. 

Cela pos^ , on voit, de suite, que lorsque les cylindres H et H| sont 
ext&ieurs Fun k Fautre comme dans le cas de Fehgrenage exUrieur^ outre' 
le plan T qui leur est un plan tangent commun et qui est la seule surface- 
plane que Fon puisse leur mener tangentiellement , il existe une infinite 
de surfaces regUesdont les g^eratricesdroites seront tangentes k la fois 
k ces deux cylindres, et il est facile de voir que toutes ces surfaces gau-* 
cbes tangentes seront couples par le plan T et chacune suivant une courbe. 

On voit aussi, de suite, que lorsque les deux cylindres H et H| sont 
irU&ieurs Fun k Fautre (comme dans le cas de Fengrenage inUirieur,^ 
qui nous occupe en ce moment) , il n existe qu une seule surface r^gl^e 
qui soit tangente en meme temps k ces deux cylindres H et H| , et que 
cette surface n est autre qu un plan T, .men6 au point x tangj^ntiellement: 
an» deux cylindres H et H«.. 
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Gela dit, si nous consid^rons deux cylindres H et H^ int^rieurs Tun a 
I autre, le cylindre H <itaiit creux et le cylindre H, ^tant plain; des 
lors le cylindre H enveloppant le cylindre H| et par consequent le 
rayon R du cylindre H etant plus grand que le rayon R| du cylindre H^, 
si Ton mene par la plus courte distance D , existant entre les axes A et 
A,, deux plans, Fun P perpendiculaire k Taxe A et coupant le cylindre H 
suivant un cercle C (du rayon R igal k ox), Tautre P, perpendiculaire a 
laxe A, et coupant le cylindre H| suivant un cercle C, (du rayon R| ^al 
a o<x), on doit voir, de suite, que ces deux cercles s'envelopperont lun 
Tautre, etn'auront quun seul point commun qui sera le point or, et 
qu en ce point x ces deux cercles se couperont. 

Cela pos^, si dans le plan P on trace une d^veloppante du cercle C et 
ayant son origine an point x, cette courbe sera compos^e de deux bran- 
ches c^ et &' ayant le point x pour point de rebroussement. 

Si par le point x on m^ne une droite G parallele k laxe A et situee 
des lors dans le plan tangent unique T|, en pliant librement cette droite 
G sur le cylindre convexe H^ , on obtiendra une h^lice |; et il est facile 
de voir que la branche c^conduira ou sera conduite, it volonti; par la 
nappe inf^rieure de rh^li9oide developpable ayant Th^lice | pour arete 
de rebroussement, et que la branche c^' conduira ou sera conduite par 
la nappe sup^rieure de la meme surface h^li^o'idale, et que dans Tun et 
Fautre cas le point de contact existant entre la surface et la courbe par- 
courra la droite Q qui est tangente au cercle C et an point jc; 

Et les choses se passeront de telle mauiere, que si Fon d^igne par 
<b la nappe inf^rieure, et par <!>' la nappe sup^rieure de Fh6li9oide, 
laxe A I toumant dans un sens, ce sera la branche c^ qui sera conduite 
par la nappe <S> k partir du point x; et que si Faxe A| toume en sens 
inverse , ce sera la branche c^' qui sera conduite par la nappe ^ k partir 
du mdme point x. 

n doit etre Evident que , dans ce systeme , ce sera la surface convexe 
soit de la nappe inf^rieure $, soit de la nappe sup^rieure ^' de Fh^li- 
9oide qui devra terminer la dent de la rondelle fixee k Faxe A|, et que 
ce sera au contraire la partie concave du cylindre ayant pour section 
droite la courbe d et la courbe c^' qui terminera la dent cylindrique de 
la rondelle fix6e k Faxe A. 

Ainsi, si sur le cylindre H, plein ou convexe, et qui est interieur par 
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rapport aa cylindre creux ou concave H , on trace nne h^iice ^ coopant 
les generatrices de ce cylindre H| sous Tangle S (cet angle S ^tant celui 
que font entre eux les axes A et A|.) , la surface d^veloppable formee par 
les diverses tangentes k la courbe ^ , terminera la dent de la rondelle 
fixee k Taxe A,; et cette dent aura, en la projetant sur un plan perpen- 
diculaire k Taxe A|, la forme indiqu^e {fig. 1 4)9 les courbes ad et be ^tant 
des developpantes du cercle C| du rayon R|, et en perspective elle aura 
la forme indiqu^e par la fig. 1 5: Mais comme dans ce cas la dent fix^e 
k Faxe A serait form^e par deux surfaces cylindriques concaves ayant 
pour section droite , Tune la brancbe de d^veloppante & , et Tautre la 
branche &* de la meme d^veloppante , et que ces deux surfaces se r^u- 
niraient par la seule droite G passant par le point Xj et que des lors la 
dent fix^e k Faxe A offrirait une partie aigue en G , qui serait sans resis- 
tance (conune Imdique, en plan la^^. i4 et en perspective la^^. i5), 
on doit separer les nappes <> et ^% ainsi que les branches c^ et c^' de la 
developpante , et laisser entre elles un espace assez grand pour que la 
dent fix^e k Taxe A offre une resistance suffisante k son extremite. En 
sorte que la dent de la rondelle fixee a Faxe A| aura en perspective la 
forme indiquee^^. 20, et que la dent de la rondelle fixee k Faxe A 
aura la forme indiquee en plan^^. 16, et en perspective ^9. 17. 

II est facile de voir que Fengrenage interieur ne differe de Fengrenage 
exterieur qu en ce que les dents cylindriques : 

I**. Sont convexes pour Fengrenage exterieur {fig. 1 0) et concaves pour 
iengrenage interieur {fig. 16); 

2^. Sont juxtaposees comme en B , B' ( fig. 1 7 ) pour Fengrenage 
interieur, tandis qu elles sont separees comme en B, B' {fig. 12) pour 
Fengrenage exterieur. 

En d'autres termes : que les dents partent du point x situe sur la plus 
courte distance D existant entre les axes A et A, {fig. 1 7) pour Fen- 
grenage interieur, tandis que les dents sont placees k une distance z 
an-dessus et an-dessous du point x {fig. 12) pour Fengrenage exterieur. 
Et il est facile de voir qu'il en sera de meme pour les dents de la roue 
fixee k Faxe A, . Seulement dans le cas ou la dent cylindrique fixee a 
Faxe A aura la forme indiquee en plan par la fig. 16, les dents faeii9oi- 
dales M etM', fixees ^Faxe A, {fig. 20 et 20 615), seront separees Fune 
de Fautre d une quantite nxn' comptee sur le cercle C,, section droite du* 



I 



( 4o ) 

cylindre H^, par un plan passant par le point x, et Tare nn' sera, ^tant 
rectifi6, ^al en longaeur k Fare rectifie pq (fig, i6) du cercle C, section 
droite du cylindre H, par un plan passant par le point x. 

Ainsi, d6signant Tare pq rectifi6 par u et par u. Tare rectifi^ nn\ on 
devra avoir 



Um = u. 



Et comme (Jig. i6) le point x est le milieu de Tare pq^ il arrivera aussi 
que le meme point x {fig, 20 et 20 bis) sera le milieu de Tare nn', 

Je crois etre entr6 dans tous les details n^cessaires et suffisants pour 
que les ing^nieurs-m^aniciens , habitues k tracer des engrenages cy- 
Kndriques et coniques et connaissant la giomitrie descriptive y puissent 
facilement ex^cuter Vdpure n^cessaire k la construction du nouvel en- 
grenage, qu'il doive Stre interieur ou ext^rieur. 

Faisons remarquer que par ce nouveau systeme (lengrenage etant in- 
terieur ou exterieur) on pourra , au moyen d'une roue portant des dents 
cylindriques k d^veloppantes, transmettre le mouvement de rotation a 
autant d'axes incline A,, A|, A' , qu on voudra, pourvu que Taxe A de 
cette roue k dents cylindriques ne rencontre aucun des axes A . , A ,' , A" . 

Remarquons encore que si Ton se donne deux axes A, et Aj qui 
se coupent, on pourra transmettre le mouvement de rotation de Tun a 
lautre au moyen dW troisieme axe A, qui ne coupera ni Faxe A| ni 
I'axe A[ . 

En sorte que les roues dent^es, C| fixee k Faxe A. et C,' fixee k Faxe A|, 
ne se conduiront pas directement, mais la roue G| conduira la roue 
intermidiaire C fix^e k Faxe A, et cette roue intermidiaire C conduira a 
son tour la roue G,' . 

Lorsque les m^caniciens avaient a transmettre le mouvement de ro- 
tation entre deux axes A et A| non situis dans un mime plan, ils pla- 
caient un troisieme axe transverse A, , lequel coupait les deux axes donnas 
A et A|, et ils construisaient deux engrenages coniques; en sorte qu'ils 
employ aient quatre roues denizes coniques, et deuxdeces roues se trou- 
vaient plac^es sur Faxe auxiliaire A 2. 

On doit voir que le probleme prec^ent, savoir : transmettre le mou- 
vement de rotation entre deux axes qui se coupent, se trouve dans Ic 
nouveau systeme offrir une solution analogue a celle que les mecaniciens 
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donnaient, au moyen du syst^me coniquPy du probleme de la transmis- 
sion du mouvement de rotation entre deux axes non situis dans un minie 
plan. On remarqucra cependant que nous n avons besoin que de trois 
roues dentees, tout en combinant trois axes. 

Engrenage a crimaillh'e oblique. 

Lengrenage k cr^maill^re est ^videmment, ainsi quon la d^ja dit, 
le passage entre Tengrenage interieur et Tengrenage ext^rieur; car dans 
le cas de cet engrenage tout particulier, on suppose que le rayon de Tune 
des roues est infini; et pour passer de I'engrenage interieur a la cr^- 
maillere, c est le rayon du grand cercle que Ton doit ^videmment sup- 
poser infini. 

Par consequent les dents de la cr^maillere seronl terminc^es par des 
faces planes perpendicul aires k la direction de la cremaillere, et les 
dents de la roue dent^e seront termin^es par des surfaces h6]i9oidales. 
D apres ce qui pr^c^de, il sera facile de construire Y^pure d'un engrenage 
k cr^mailUre oblique. 

Nous terminerons ce chapitre par les remarques suivantes : 

1^. Si nous avons toujours suppose que les dents de Tune des roues 
^taient termin^es par des surfaces cyUndriques k d^veloppantes, c'est que 
nous nous proposions d'indiquer les constructions les plus simples pour 
la pratique; car on concoit qu au lieu de placer dans le plan T, tangent 
au point x aux deux cylindres H et H,, nne droite Y parallele k laxe A , 
on aurait pu concevoir dans ce mdme plan T une droite Z faisant un 
angle a avec Taxe A et faisant des lors un angle (S — a) avec Taxe A, , 
et cette droite Z 6tant pli^e sur le cylindre H,, donnera Thdice ^i , et 
^tant pli^e sur le cyjiindre H, donnera une seconde h^lice §. 

Or ces deux helices seront les aretes de rebroussement de deux sur^ 
faces heli9oidales d^veloppables , Tune $| plac^e sur le cylindre H| , 
Fautre plac^e sur le cylindre H ; et il est evident que ces deux sur- 
faces se conduiront uniformement en se mettant successivement en 
contact par une de leurs •generatrices droites, la droite de contact se 
pla9ant dans le plan T et se mouvant dans ce plan T parallelement k 
ellememe et k la dioite Z. 

Mais dans ce cas, on ne pourra plus calculer la position du point .v 

6 
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sur la plus courte distance D enlre les axes A et Ai^ et par suite les 
rayons B et R| des deux cylindres H et Hi, ainst <{ne mms Favons 
fait lorsque la droite Y est parallele k Taxe A. Aiasi , ayant calculi 
les rayons R et B| pour les vitesses v et V| des axes A et A4, en 
supposant que la droite Y soit parallele a A, si dans le plan T on 
place une droite Z faisant avec Taxe A un ang^e a^ les surfaces h^li9oides 
$ et 9^ que Ton obtiendra se conduiront bien uniform^ment, mais 
n'imprimeront plus aux axes A et A| des vitesses qui seront dansle rap- 
port — , mais des vitesses qui seront dans un tout autre rapport. 

Au reste^ dans le chapitre suivant, nous serons conduit k donner la 
th^orie g^n^rale de ces sortes d engrenages. 

2^. Faisons remarquer, en terminant ce chapitre, que la roue concave 
de lengrenage int^rieur n est que la contre-epreuve ou le moule de la 
roue convexe de Tengrenage ext^rieur, et quainsi {fig. 21), tout ce qui 
est en blanc repr6sentant la roue dent6e ext^rieurement, tout ce qui est 
hach^ repr^sentera une roue concave ou dent^e int^rieurement. Au reste, 
ce que nous venons de dire est Vinonci d'une propri^t6 caract^istique 
des engrenages pour lesquels la dent de chacune des roues dent^s est 
termin^e pour Tune des roues par une surface $, et pour Tautre roue 
par une surface <^| , ces deux surfaces $ et $, 6tant Tune et I'aiBtre Fen- 
veloppe de Tespace parcouru par une surface 2 , se mouvaot parallele- 
ment k elle-meme , ou , en d autres ternies , se mouvant de maniere k ce 
qu un de ses points parcoure avec une vitesse constante une ligne droite , 
pendant que Taxe de la roue k denter tourne uniform^ment sur lui- 
menie. C est ce qui sera mis hors de doute dans le chapitre suivant. 

y. Nous avons vu que les rayons R et R| dos deax cylindres H et H| 
etaientli^s entre eux par T^quation R4 cos§ = R lorsque les axes ont 
raeme vitesse angulaire, et que des lors R, devenait infini lorsque Tangle 
§ que fojQt entre eux les axes de lengrenage etait ^gal k un angle droit. 

U est facile de voir, en y r^fl^chissant un pen , que Ton retombe alors 
sur Tengrenage k crimaiUtre droite^ car alors Farete de -rebroussement 
de la surface h^liQoidale qui termine la dent &c6e au cylindre H^ devient 
un cercle qui n est autre que la section droite de ce cylindre H,, et la 
surface h^hco'idale qui est diveloppable devient xax plan perpendiculaire 
a I'axe A| de ce cylindre H,. 
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4''. Dans ce qui precede nous supposions que la surface dela dent fix^e 
au cylindre H ^tait cytindrique, sa section droite etant une developpante 
de cercle; mais si Ion suppose que la surface $ de la dent fix^e au 
cylindre H est une surface h^li90idale d^veloppable , et si en meme 
temps Ton suppose que les deux axes A et A i de Tengrenage font entre 
eux un angle compl^mentaire de celui sous lequel les generatrices droites 
de cette surface * coupent les generatrices du cylindre H , alors la surface 
heli9oidale $« qui termine la dent fix^e au cylindre H| deviendra un 
plan perpendiculaire k Vaxe A| de ce cylindre H,, et ainsi Ton retombe 
evidemment sur Fengrenage a crimaillere oblique que nous avons de- 
crit ci-dessus, 

S^'. On ne peut pas obtenir un engrenage dans lequel les axes font 
entre eux un angle droit, lorsque Ton suppose que la surface <b de la dent 
fix^e au cylindre H est cylindrique , mab si Ton suppose que les dents de 
Tune et Fautre roues sont terminees par des surfaces heli9oidales, Ten- 
gresage sera possible. 

fit, en effet, il suffira de prendre pour les surfaces 9 et ^i des heii- 
coKdes develop pables ayant pour aretes de rebroussement , savoir, $ une 
helice ^ coupant les generatrices du cylindre H sous un angle a , et ^I^, 
une belice ^4 coupant les generatrices du cylindre H| sous un angle 
complementaire de a. 

Et il est evident que si les axes A et A, doivent avoir des vitesses an- 
gulaires egales, en supposant que a = 45", les cylindres H et H, de- 
vront avoir des rayons egaux. 

Ainsi, en th^oriey Tengrenage est possible : devra-t-on Fadmettre en 
pratique? Fexperience seule peut en decider. 
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CHAPITRE III. 

Th4orie geom^trique de nouveaux engrenages (font les roues 
sont taill^es^ Vune par une vis triangulaire y et V autre 
par V^crou de cette vis. 



Je me propose, dans ce diapitre, de d^montrer que si Fon taille une 
roue C au moyen d une vis triangulaire , et de maniere k ce que cette 
roue porte m dents, et que si Ton taille une seconde roue C4, au moyen 
de lecrou de cette meme vis et de maniere k ce que cette roue porte m^ 
dents, les deux roues C et C| pourront etre mises en presence et former 
un engrenage. Et si Taxe de la vis fait un angle « avec Taxe A de la roue C 
pendant que cette vis taraude cette roue C, et que si Taxe de T^crou fait 
un angle (a — 6) avec Taxe A, de la roue C, pendant que cet ^crou ta- 
raud<^ la roue C « , les deux roues se conduiront uniform^ment, leurs axes A 

et A, ayant des vitesses v et v^ dont le rapport — sera ^gal au rapport — ' . 

Les deux roues C et C| mises en presence seront plac^es Tune par 
rapport k 1 autre de telle maniere que les axes A et A|. ne seront point 
situ^s dans un meme plan et feront entre eux un angle ^gal k 6. Cet 
angle 6 pourra etre nul , et des lors les axes A et A4 seront paralieles. 

Ainsi je me propose, dans ce chapitre, de donner d'abord la theorie giO" 
miirique complete d'un engrenage destine k transmettre le mouvement 
de rotation entre deux axes non situ^s dans un meme plan et faisant entre 
eux un angle qui peut varier depuis Tangle nul jusqu'^ Tangle droit (1). 

( I ) On peut en theorie supposer que les axes A et A , font entre eux un angle droit, parce 
qu'on peut tailler uue roue au moyen d^une vis disposee en taraud, et aussi au moyen 
d^un ecrou dispose en taraud, I'axe de Toutil faisant un angle demi-droit avec I'axe de 
la rondelle k tailler ; il est probable que Ton pourra aller dans la pratique au-delli Tangle 
demi-droit , mais des experiences seules peuvent donner la limite possible. L*engrenage 
ainsi obtenu sera-t-il admissible en pratique? c'est ce que Texperience seule peut decider. 



(45) 

La th^orie que je vais d^velopper repose entierement sur la th^orie 
des surfaces enveloppes. 

Et tout en r^solvant le probl^rae de la transmission du mouvemetit 
de rotation entre deux axes non situis dans un meme plariy nous serons 
conduit a reconnaitre que Ton peut tailler une roue C centrals au moyen 
d un ecrou E, et tailler diverses autres roues C,, Cj, C, au moyen dun^e 
vis V, ayant pour ^crou F^crou E, et de telle maniere que les roues C,, 
C2 et C3 ^tant mises en presence de la roue C, leurs axes A^, A,, A, 
soient places par rapport k Faxe A de la roue centrale, de telle sorte que , 
i"" A et A| soient paralleles; que 2^ A et A, se coupent sous un angle 
donn^ ; et que 3^ A et A, ne soient pas situ^s dans un meme plan et 
fassent entre eux un angle donne. 

Je vais done commencer par donner les constructions graphiques aux- 
quelles nous sommes conduits par les m^thodes de la giomiirie descrip^ 
five, et au moyen desquelles nous pourrons obtenir les cariact^istiques 
de la surface 9 enveloppe de Fespace parcouru par une surface 2, cette 
envelopp^e 2 ^tant assujettie k une certaine loi de mouvement, d^ter-^ 
min^e par la nature meme du probleme que nous nous proposons de 
r^soudre par rapport aux engrenages. 



SI. 

PREMIER MODE DE SOLUTION. 
PROBLilME FOIf D AMENTA L. 

Etant donni un axe A iournant uniformement sur lui-mime avec une vi-» 
tesse \y et entrainant une surface 1 se mouvani paralUlement a elle^mime 
et aussi uniformSment et avec une vitesse u le long d'une droite K, fai- 
sanJt avec Vaxe A un angle OLy dSterminer la nature giom&rique des 
courbes dicriies pendant le mouvement par chacun des points de cette 
surface. 

La solution de ce probleme fondamental depend des considerations 
suivantes : 



'I 

1 
I 

■ 
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ImagiooQS ud axe vertical A; un plan P perpendiculaire a cet axe et 
le coupant en un point o; tra9ons dans le plan P uq cercle C du rayon p 
et ayant son centre au point o. 

Concevons ensuite un fil F enroul^ sur le cercle C. 

Le fil F ^tant fix^ par une de ses extr^mites en un point a du cercle C 

et enroul^ sur un arc am de ce cercle, ponrra, en le snpposant tendu a 
partir du point m, prendre cinq positions differentes : 

I®. Ltre tendu dans le plan P et tangentiellement au cercle G; 

2^. t!itve tendu dans le plan P et ^tre secant au cercle C au point m ; 

3^. Etre tendu hors du plan P de maniere k ce que sa direction passe 
par un point fixe s situ^ sur Taxe A; 

4^. Etre tendu hors du plan P et de maniere h ce que sa direction soit 
parallele k Vaxe A. 

5^. Etre tendu hors du plan P et de maniere k ee que sa direction ne 
coupe pas Faxe A et fasse avec cet axe un angle ccmstant a. 

Premier^cas. Supposons que le plan P soit mobile autour de Taxe A , 
et que le cercle G soit une rondelle fix^e k ce plan P; supposons qu*au 
point m soit plac^ un anneau fixe dans Fespace, et que le fil F soit pass^ 
dans cet anneau : cela pose , un point jc du fil F d^crira sur le plan P 
une courbe c^ pendant le mouvement de rotation autour de Taxe A , du 
systeme form^ du plan P et du cercle G , et cela aura lieu en supposant 
que le fil F passe dans Tanneau fixe ne change pas de direction, et 
qu ainsi il reste toujours tangent au cercle G. On sait que cette courbe c^ 
sera une d^veloppante parfaite du cercle G. 

Deuxieme cas, Le systeme ^tant le m^me que dans le premier cas, et 
en supposant que la direction du fil F coupe le cercle G sous un angle 
constant, on sait que la courbe c^ d^crite par le point a: du fil F, sera 
une d^veloppante rallong^e du cercle D, ayant son centre au point o et 
poor rayon la perpendiculaire abaiss^ du point o sur le fil F. 

Troisiime cas. Si Ton suppose que le cercle C est fix^ k Vaxe A , et 
que Ton fasse mouvoir une droite X s appuyant sur le cercle G et passant 
par un point fixe s situi sur Taxe A, on engendrera une surface conique 
de revolution A ayant le point s pour sommet et Taxe A pour axe de 
revolution. 

Gela pos6 , si Ton suppose que Ton ait place au point m du cercle G 
un anneau fixe dans Fespace, et que le fil F enroule sur le cercle G soit 
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pass6 dans cet anneaa, en faisant toarner Taxe A sur Ini-naeme, il an- 
tral nera le cercle C et la surface A, el le fil F ^tant k partir du point m 
pli^ et dirig6 le long de la g^n^ratrice X du c6ne, un point x de ce fil 
decrira sur le c6ne A une courbe & , et Ton salt que cette courbe est 
une spirale dont la projection sur le plan P (le plan P ^tant le plan 
du cercle C) est une spirale d'Archimede ayant le point o, centre du 
cercle C, pour origiue. 

Quatridme cas. Si Ton suppose que la droite X est dirig^e parallele- 
ment k Taxe A, elle engendrera un cylindre B qui sera de revolution, 
dont Faxe sera Taxe A , et dont la section droite sera le cercle C. 

Le fil F pass6 dans lanneau fixe etant pli6 au point m et dirige a 
partir de ce point le long de la droite X , un poifit jc de ce fil decrira 
sur le cylindre B, suppose toumer autour de laxe A , une courbe &; et 
Ton sait que cette courbe est une h^lice cylindrique circulaire. 

CinquUme cm. Si Toe suppose que la droite X se meuve en s appuyant 
sur le cercle G et en faisant un angle constant a avec Faxe A , elle en- 
gendrera une surface gauche H , nomm^e hyperboldide d, une nappe de 
revolution, et le fil F pass^ dans Fanneau fixe ^tant plie au point m et 
dirig^ k partir de ce point le long de la droite X, un point x de ce fil 
decrira sur Fbyperboloide H, suppose toum^ autour de Faxe A, une 
courbe ^ , k laqudle nous donnerons le nom de divelcppante hyperbo- 
Ididique circulaire. 

Les propri^t^ g^omdtriques de cette courbe n out point encore 6i6 
etudi6es , car c-est pour la premiere fois que cette courbe se pr^ente 
dans les recherches g^om^triques. 

D 'apres ce qui pr6e^e , on Toit que les conrbes d^rites par le point x 
du fil F peuvent etre d^sign^es, en vertu du mode de g^n^ration qui 
nous les a donn^es , sous le. nom de : 

1°. D^vdk>ppante plane*circalaii« (cette courbe ^tant trac^ sur un 
plm); 

2^. D^veloppante conique-circulaire (cette courbe 6taot trac^e sur 
un c6ne) ; 

y. De^Teloppante cylmdrique-circulaire (cette courb^^ ^ant trac^e 
siar un cylindre) ; 

4*. D^vcloppanite hyperboloidique-circulaire (cette courbe ^tant tra- 
c^e sur un byperboloi'de). 
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On sait que les d^veloppantes planes sont de trois especes : 
D^veloppante parfaite, d^veloppante raccourcie, d^veloppante ral- 

longee. 

Les d^veloppantes byperboloidiques vont nous fournir les memes 

vari^t^s. 

Des dioeloppantes hyperbolo'idiques. 

Le cercle C pent etre le cercle de gorge de Fhyperboloide H, ou 
etre un paralfele de cette surface. 

L'hyperboloide ^tant doublement r^gl^, par un point m du cercle C 
passent deux generatrices X et Y de syst^mes diff^rents. 

On peut done supposer que le fil F pass^ dans Fanneau fixe et itant 
pUe au point m , soit dirig^ a partir de ce point ou suivant X ou 
suivant Y. 

Des lors on voit que Ton doit obtenir des courbes diff^rentes suivant 
le cas que Ton examine. 



PRIEMIER GAS. 



Le cercle C etant le cercle de gorge de rhjrperboloi'de, 

Prenant le plan P du cercle C pour plan horizontal de projection , on 
voit que dans le cas oil ce cercle C est le cercle de gorge de Tbyperbo- 
Idide H , les deux generatrices droites X et Y, qui se croisent au point m , 
se projettent sur ce plan P, suivant une seule et meme droite qui est 
tangente en m au cercle C. 

Ainsi X^ et Y* ne sont quune seule et meme droite tangente en m au 

cercle C. 

Cela pose, concevons deux fils F et F' enroules sur le cercle C, mais 
en sens inverse , de telle faqon que lorsque le cercle C toume autour de 
Taxe A, le fil F s enroulant sur le cercle C , le fil F' se deroule de dessus 
ce cercle , et vice versa. 

Supposons que le point x du fil F ne soit autre que le point m du 
cercle C , et que le fil F en se deroulant soit dirige suivant la portion de 
la droite X situee au-dessous du plan P, et que le point x' du fil F' etant 
encore le point m, lorsque ce fil F' se deroulera, il se trouve dirige sui- 
vant la partie de la droite X situee au-dessus du plan P. 
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Gela pose , en d^roulant le fil F, le point m de ce fil decrira sur la 
surface H, et au-dessous du plan P, une courbe c^ partant du point m et 
infinie k partir de ce point. En d^roulant le fil F', le point m de ce fil 
decrira sur la surface H et au^dessus du plan P, une courbe &^ partant 
du point m et infinie k partir de ce point. 

Les deux courbes & et &^ seront r^unies Tune k Tautre au point m et 
ne formeront qu une seule et meme courbe. 

& et &^ se projetteront sur le plan P suivant deux branches &^' et c?J 
ayant le point m pour origine sur le cercle C. 

Si au lieu de diriger les fils F et F' suivant la droite X , on les avait 
diriges suivant la droite Y, on aurait obtenu deux branches &' et &l dont 
les projections &'^ et (^i* se seraient confondues avec &^ et c?f, car tout 
est ^videmment symetrique par rapport au plan P et par rapport au 
plan m^ridien passant par le point m. 

Maintenant examinons la nature g^om^trique de la courbe &^&^^, 

Je dis que la courbe c?*c?J n est autre qu'une d^veloppante raccourcie 
du cercle G. 

Et en effet, la droite X faisant avec Faxe A un angle a, fait avec le 
plan P un angle compl^mentaire de a. 

Des lors , si un point x du fil F parcourt sur la droite X une longueur I, 
c'est que ce fil se sera d^roule ou enroul^ sur le cercle C d'un arc y dont 
la longueur rectifi^e est ^gale k I. 

Et comme la droite I se projette sur le plan P suivant une longueur 
I* = I sin a, I* sera plus petit que I, par consequent la courbe &^&'l sera 
une d^veloppante raccourcie du cercle C , puisqu'elle en serait une d^ve- 
loppante parfaite , si 1* ^galait I , en d autres termes si Tangle a ^tait droit. 

Proposons-nous maintenant la solution du probl^me suivant : 

PREMIER PROBL^ME. 

Construction de la tangente en un point de la dAfehppante kyperboloidique 
dont la projection horizontale est une divebppante raccourcie du cercle 
de gorge. 

En admettant que Ton sache construire la tangente en un point d une 
d^veloppante raccourcie d'un cercle, le probleme propose sera facile a 
r^soudre. 

7 
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En effet , on oonstruira au point x de la courbe c^ le plan T tangent a 
rhyperboloide H; puis au point jc^ de c^^ on construira la tangente 0^ 
a cette courbe &^; enfin par la droite 6* on menera. un plan R perpen* 
diculaire au plan P, lequel coupera le plan T suivant la droite Q qui sera 
la tangente demandee. 

Ce qui precede etant compris, passons au deuxieme cas. 

DEUXI^ME CAS. 

Le cercle G etant un parall^le de I'hjrperboloide. 

Prenons toujours le plan P du cercle C pour plan horizontal de pro- 
jection (Jig. 22). 

L'axe A percera le plan P en un point o centre du cercle G du rayon 
p. Le cercle dc gorge B du rayon r aura son centre en b sur Faxe A. 
Ce cercle B se projettera sur le plan P en un cercle B'^ du rayon r et 
ayant son centre au point o. 

Concevons un fil F enroul^ sur le cercle G et passe dans un anneau 
fixe aans lespace et situ^ au point p du cercle G. 

Imaginons par ce point p du cercle G une droite X g^neratrice de 
rhyperboloide H ayant le cercle B pour cercle de gorge et le cercle G 
pour parallele. 

Designons par a Tangle que Taxe A et la droite X font entre eux. 

Gela pos^, si nous enroulons le fil F sur le cercle G, et si nous le 
plions en p pour le diriger le long de X en prenant sur X une longueur 

xp = arc mpyle point x sera un point de la courbe & tracee sur rhyper- 
boloide H. 

Le point m sera aussi un point de la courbe d. 

Gette courbe & se projettera sur le plan P suivant c?*, courbe qui 
coupera en m le cercle G. 

Maintenant examinons la nature g^ometrique de la courbe c?*. 

La droite X se projettera sur le plan P en X* qui sera tangente au 
cercle B* au point q^ projection du point q en lequel le cercle de gorge B 
est rencontre par la generatrice X ; et cette meme droite X* coupera le 
cercle G au point p. 

Le point x de c? se projettera en x^ sur ^^^ et Ton aura 



x^q^* = x^p H- p9^ 
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Or, quel que soit le point x^ de &^ qne Ton considere, la i portion de 
droite pq^ sera constante , et ^gale k 



\op* — oq'^^ ou a sjp^ — r*. 
De plus 



x*p = xp.wia et xp = arcmp. 



On a done 



(i) x'^qf* = arcmp. sin a -+- yp — r*. 

Cela pos6, si du point m on mene une tangente au cercle B^, le point 

de contact ^tant en n , les angles noq^ et mop seront ^gaux. 
On aura done 

arc/19* arc nip 

____ ___; 

d OU Ton tire 

(2) arc mp = ^ . arc n q^^ 

et, en vertu des Equations (1) et (2), Ton aura 



(3) jc*9* = ° sina (arc nq'^) -+- sjp^ — r*. 

Remarquons maintenant que la courbe d viendra couper le cercle de 
gorge B en un point y dont la projection y* sera Ferigine de c?^ sur le 
cercle B'^. Nous pourrons done, dans T^quation (3), remplacer 



arcn^ par {dxcy^q^ — arcj^'^n). 

Or il est Evident que quel que soit le point x^ d§ la courbe cJ'^ que Ton 
considere, on aura 

arcj^n = constante. 



Cherchons la valeur de cet arc j'^n : 



• • 



( 52 ) 

La courbe & passe du point m sitae sur le cercle C , au point y sitae 
sur le cercle B; Faxe A a done dt decrire, en tournant sur lui-meme, 
un angle mesur^ sur le cercle C par un arc 7 ^gal en longueur k la 
partie de la g^n^ratrice X, comprise entre les plans des deux cercles 
C et B. 

Or, cette portion de X est ^gale k ^ ; et Ton a 



7 arc^*/i 



ou 



^p* — r* arcx^n, 



p. sin 



L'^quation (3) se reduit des lors a 



(4) 



TTa— P 



.r*9*= ".sin a (arcy*^*). 



Nous pouvons done enoncer ce qui suit : 

1 **. Si ^ sin a = I , la courbe &^ sera la developpante parfaite du 
cercle B*; 
2**. Si -sin a > i, la courbe c?* sera une developpante rallongee du 

cercle B*; 
3**. Si -sin a < i, la courbe &^ sera une developpante raecourciedu 

r 

cercle B^. 

Proposons-nous maintenant la solution du probleme suivant, qui 
nous conduira plus tard k celle du probleme fondamentaL 
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DEUXIEME PROBLKME. 



Etant donni un axe A tournant uniformement sur lui^meme avec une vi-- 
tesse V, €t un point x dans tespace, se mouvant uniformiment avec une 
vitesse u sur une droite Kfaisant avec A un angle oLy determiner la nature 
giomitrique de la courbe & parcourue par le point x. 



D apres cet enonce on a 



- =: constante, 

V 



et Ton peut supposer que I'axe A fait un tour entier de revolution sur 
lui-meme, pendant que le point x parcourt sur la droite K une lon- 
gueur ^gale k I. 

Gela pos^, si Ton imagine un cercle C du rayon inconnu p^ ayant son 
centre sur Taxe A et son planP perpendiculaire k cet axe, ce cercle coupant 
la droite K en un point p^ et si Ton suppose en p un auneau fixe dans 
Tespace, et un fil F enroule sur le cercle G et passe dans Fanneau fixe, 
et pli^ le long de la droite K k partir du point p ; le point x situe sur 
la droite K k une distance I du point p , cette distance ^tant mesur^e 
sur la droite K, arrivera en p, lorsque Taxe A aura fait un tour entier 
de revolution sur lui-meme. 

Des lors on a 



dou 



I 



27r 



p sera done connu. 
Et par suite on a 



u 



V aTTp 



Maintenant, la droite K a pour plus courte distance avec laxe A une 
droite d une longueur ^gale k r. 

La courbe & parcourue par le point x aura done pour projection sur 
le plan Q, perpendiculaire k Faxe A et passant par la plus courte dis- 
tance Tj une courbe c^'^ qui sera une d^veloppante parfaite, ou rallong^e. 
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ou raccourcie d'u ncercle B trace sur le plan Q, avec le rayon r et du 
point b en lequel le plan Q coupe I'axe A, comme centre, suivant que 
Ton aura 

-sina=i, ou > i, ou < i. 
Proposons-nous maintenant la solution du probleme suivant: 

TROISI^ME PROBLEME. 

Construction de la tangents en un point x d'une diveloppante 

hyperboloidique circulaire. 

En admettant que Ton sache construire la tangente a une develop- 
pante plane parfaite ou imparfaite dun cercle, la solution du probleme 
propose sera la suivante : 

Au point X de la courbe a double courbure cJ (d^veloppante hyper- 
boloidique), on construira le plan T tangent k Thyperboloide de revo- 
lution H 3ur lequel cette courbe c^ est tracee. 

Au point jc^* de c?'^, projection de la courbe & sur le plan Q du 
cercle de gorge de rbyperboloide H, on construira la tangente 9* de c^*, 
et raenant par d^ un plan V perpendiculaire au plan Q ou parallele a 
Taxe A de rbyperboloide H , les plans V et T se couperont suivant une 
droite 0, qui sera la tangente demandee. 

Propri^t^ remarquable de la d^eloppante hyperboloidique parfaite, 

Lorsque la courbe ^ {fig» 22) est une developpante hyperboloidique 
parfaite, et que des lors sa projection i'^ sur le plan du cercle G est une 
developpante parfaite du cercle B*, projection sur le plan du cercle G 
du cercle de gorge B de Thyperboloide H, cette courbe jouit dune 
propriete remarquable , et qui sera utile lorsque nous nous occuperons 
de la thiorie gen^rale des engrenages pour lesquels le Jrottement est de 
roulement. 

Si au point a* de cJ^ on construit le cercle o&culatem* 7, le centre de 
ce cercle 6€ra en q^^ puisque ^^ est la developpante parfaite du cercle B^. 
Des lors le cyUndre O qui aura ses generatrices paralleles k Faxe A et 

pour section droite le cercle 7, dont nous representerons le rayon x^q^ 
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par R, sera osculateur en x'^ 4 la courbe &^ et^ par suite, osculateur 
en jc ^ la courbe &; par consequent pour le point x, lel^ment cur- 
viligne d& de la courbe & se projette suivant un element curviligne 
dy du cercle y; et comme le point x doit etre considere comme 
anime de deux vitesses, Tune de translation et parallele a laxe A, 
et I'autre de rotation autour de cet axe A, et que le point x decrit 
des angles egaux autour de Taxe A , pendant qu'il s'^Ieve parallelement 
a cet axe A de quantity egales, on doit en conclure que 1 element cur- 
viligne d& de la courbe & se confond avec 1 element curviligne c/E d une 
helice E tracee sur le cylindre O. 

Pour construire cette belice E, il nous suffira de connaitre son pas^ car 
nous connaissons deja son rcc^'on, ou, en dautres termes, le cylindre O 
de revolution sur lequel elle est tracee. 

Remarquons que les arcs ^lementaires dC du cercle G et dy du cercle 
y, mesurent des angles 6gaux ayant lun son sommet au centre du cercle 
C, et Fautre son sommet au centre du cercle y. On pourra done rem- 

. 11 II dC circ. C 

placer dans les calcuis -j- par -: . 

* ay * circ. 7 

Or on a 

circ. 7 : circ. C : : Rip; 
et Ton ^{fig- 22) 

xx^ = x^.cosa; 



or SI 



xp = circ. G 



on aura 



xx'^ = (circ. C) cos a, 



et comme 
on aura 



(circ.G) = ^. (circ. 7) 



xx^ = ^. cosa . (circ. 7) = 27:. p cosa;. 



et si Ton represente xx'' par h^et ^ cosa par cotang ja, on aura 



h = (circ. 7)cotangjx. 
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De sorte que I'helice E , tracee sur le cylindre O, aura son pas ^gal k h , 
et coupera les generatrices de ce cylindre O sous Tangle jx; et comme 
on a 

A = 27r . p . cos a , 

et cotang jui = :^ cos a, 

on en conclut que , quel que soit R ou le cercle y, le pas h sera cons- 
tant et que Tinclinaison jui changera avec R ou avec le cercle y. 

Ainsi Ton pent conclure de ce qui precede , qu en chaque point x de 
la courbe (J, Tare el^mentaire de cette courbe pourra 6tre remplace par 
Fare el^mentaire d une h^lice cylindrique E , dont le pas h sera constant 
quel que soit le point x consider^ sur la courbe (J, mais dont Imcli- 
naison jx sur les generatrices de son cylindre O, variera avec le rayon 
R de ce cylindre, ou, en dautres termes, avec le rayon de courbure 
R de la courbe i'^. 

Du rayon de courbure de la d^eloppante hyperboloidique parfaiie. 

La courbe c?*, projection de la courbe cJ, est une developpante par- 
faite du cercle B*; tons les rayons de courbure de la courbe $ seront 
paralleles au plan du cercle de gorge B de Fhyperboloide H; car le 
rayon de courbure X de la courbe $ pour le point x sera celui de 
rhelice E osculatrice au point x a la courbe c^. Or, le cercle y du rayon 
R etant la projection de Thelice E, on aura 

X = R cos*/jl; 



et comme 
on aura 



p.COSa 



p.COSa 
COSjX = — ^ 



et par suite 



Vp»cos»a-^R*' 



^ R . p* cos* a 



p* cos* a -4- R» 

Et comma le pas h de Thelice E est constant pour tons les points de la 
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Gourbe & et egal a p . cos a , od aura 



x= ^-^ 



R»-4-A»* 



II sera done facile pour chaque point x de la courbe ^ de construire le 
rayon de courbureX, puisque Texpression de ce rayon X ne renferme 
plus que la quantity constante h et la quantite variable R qui est le 
rayon du cercle osculjateur de c?^ au point x^. 

En vertu de tout ce qui precede , il est facile maintenant de parvenir 
k determiner la surface , enveloppe de i espace parcouru par une sur- 
face 1 , se raouvant parallelement a elle-meme et uniform^ment , avec 
une vitesse u , le long d une droite K , laquelle fait avec un axe A un 
angle a, cet axe A tournant uniformement sur lui-meme et avec une 
vitesse v, et par consequent de r^soudre le probldme fondamental dont 
nous reproduisons , en partie, Tenonce, ainsi qu'il suit : 

Construction des caractSristiques de la surface $ enveloppe de Vespace 

parcouru par la surface 2. 

Imaginons dans Fespace un axe A tournant uniformement sur lui- 
meme avec une vitesse v\ une droite K faisant avec Faxe A un angle a 
et ayant avec cet axe une plus courte distance representee par r. 

Concevons ensuite une surface 2 se mouvant parallelement k elle- 
meme et le long de K, avec une vitesse constante u. 

Cela pose, designons par k le point de la surface 2 par lequel passe 
la droite K. Ce point k parcour&nt sur K une longueur I pendant que 
Faxe A fait un tour entier de revolution sur lui-meme. 

On aura 

27r . p = I , d'ou Q =. — . 

M enons par les divers points x', x'\ x'"^ ... de la surface 2 des droites 
K', K\ K", paralleles a K. 

Designons par r\ r'\ r'\ les plus courtes distances de Faxe A k ces 
diverses droites R^ R% R'^ 

Les points x\ x'\ x"' decriront des developpantes hyperboloidiques 
&\ &'\ &"\ qui se projetteront sur les plans Q', Q'', Q"', perpendiculaires 

8 
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a Faxe A, et passant respectivement par les plus oourtes distances 
r', r"^ r"^ suivant des d^veloppantes planes parfaites ou iraparfaites 
des cercles B', B", B"*, tracees respectivement sur ces plans Q', Q", Q*', 
avec les rayons respectifs r\ r'\ r'" \ les centres de ces cercles B', B'', B'" 
^tant 9 dailleurs, tons situ^s sur Faxe A. 

Or les projections des courbes (?', ^*\ i" seront des d^veloppantes 
planes et parfaites circulaires lorsque Ton aura 

psina = r\ ou = r'\ ou = r"; 

elles seront des d^veloppantes planes et imparfaites circulaires et ral- 
longees lorsque Ton aura 



% 



p sina < r', ou < r", ou < r"'; 

et elles seront des d^veloppantes planes et imparfaites circulaires et 
raccourcies lorsque Ton aura 

p sin a > r% ou > r'\ ou > r'\ 

Nous pouvons done enoncer ce qui suit : 

Si Ton coupe la surface 1 par un plan Z parallele aux droites A et 
K suivant une courbe ^, et si la distance du plan Z i Taxe A est re- 
pr^eutee par r, 

Tons les points de la courbe § decriront des d^veloppantes hyper- 
boloi'diques qui se projetteront sur un plan Q perpendiculaire a Taxe A, 
suivant des d^veloppantes planes parfaites du cercle B tracees sur le plan 
Q avec le rayon r, le centre du cercle ^tant sur Faxe A , si 1 on a 

p sina = r; 

tons les points de la courbe § decriront des d^veloppantes hyperboloi- 
diques qui se projetteront sur le plan Q suivant des developpantes planes 
imparfaites et rallongees du cercle B, si Fon a 

psina < r; 

et tous les points de la courbe § decriront des developpantes hyper- 



( 59) 
boloidiques qui se projetteront sur le plan Q suivant des d^veloppantes 
planes imparfaites et raccourcies du cercle B, si Ton a 

p sin a > r. 

Ainsi il n existcra qu un plan Z pour lequel tons les points situ^s sur 
ce plan et la surface 1 d^criront des courbes dont la projection sur 
le plan Q sera une d^veloppante parfaite circulaire; 

Et tons les points de la surface 2 situes au-deli de ce plan Z par 
rapport a Taxe A, decriront des courbes dont la projection sur le plan Q 
sera une ddveloppante iinparfaite circulaire et raccourcie. 

Et tous les points de la surface 2, situes en de9a de ce plan Z et 
ainsi entre le plan Z et le plan Z^ men^ par Taxe A et parallelement au 
plan Z, decriront des courbes dont la projection sur le plan Q sera 
une developpante imparfaite circidaire et rallongee. 

Tout ce qui precede etant bien couipris, il nous sera facile d'arriver 
a la determination des caracteristiques de la surface enveloppe de 
Tespace parcouru par la surface 2. 

Et en effet, concevons Taxe A, la droite R et la surface 2; menons 
un plan Z parallele k la fois aux droites A et K et coupant la surface 2 
suivant une courbe ^. 

Designons par r la plus courte distance existant entre Faxe A et le plan Z 

Chaque point de la surface 2 parcourant une longueur I parallele- 
ment a la di'oite R pendant que Taxe A fait un tour entier de revolution 
sur lui-meme, on a 

I 

p = — . 

Concevons done un cylindre U ayant Taxe A pour axe de revolution , 
et pour section droite un cercle du rayon p ; ce cylindre U coupera les 
droites R', R", R*', menees par les divei's points x\ x'\ x'" de la courbe 5 
et parallelement k la droite R en des points \}\ p\ /?"'. 

Menons par ces points p\ p'\ p" des plans Q', Q", Q"', paralleles entre 
eux et perpendiculaires k laxe A, et coupant cet axe en les points bf^ 6", y\ 
traf ons sur ces plans C^, Q", Q'^, les cercles G ' , C'% C '% ayant leur centre 
place respectivement en les points hf^ b'\ 6'^, et ayant tous meme rayon p. 

Supposons que Ton place en /?', \)\ p" des anneaux et que Ton enroule 

8.. 
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des fils F' sur C, F" sur C% F"' sur C, et que chacun de ces fils soit 
passe dans 1 anneau qui lui correspond et tendu k partir des points p\ 
p\ p", le long des droites K', K\ K". 

Goncevons que cbaque droite R', K", K*', tourne autour de I'axe A, 
chacune engendrera un hyperboloi'de k une nappe et de revolution, 
dont Taxe comraun sera A. 

Designons ces hyperboloides par H', H", H"'. 

Lorsque Ton supposera que Fanneau // glisse sur le cercle C, entrai- 
nant avec lui la droite R', le point x' du fil F', lequel point x' appar- 
tient k la courbe §, d^crira sur rhyperboloide H' une d^veloppante 
byperboloidique &\ 

Et si Ton suppose que tons les anneaux p\ p'\ p'" se meuvent unifor- 
mement et en meme temps, tons les points x\ x'\ x'^ d^criront des 
courbes d\ &'\ i'"\ et Fenveloppe de toutes ces courbes ne sera autre 
que la surface 0. Or, comme Tenvelopp^e 2 doit etre tangente en 
chacune de ses positions i Tenveloppe $, on voit que les points des 
courbes d\ &'\ &'" qui appartiendront k la fois aux surfaces 2 et 
seront ceux pour lesquels cbaque courbe &\ &'\ &'" sera tangente a 
la surface 2. 

Par consequent, si Ton con9oitun plan tangent T men^ k la surface 2 
en chacun des divers points de la courbe § , et si Ton con^oit une tan- 
gente menee en chacun des points x' de d^', x" de d'\ x"* de d"\ le 
point J de § qui appartiendra en meme temps k la surface 2 et ^ la 
surface $ sera celui pour lequel Fun des plans T passera par Fune des 
tangentes 9, ou contiendra Fune de ces droites 9. 

Ainsi pour determiner le point y on devra construire la courbe £ in- 
tersection de la surface d^veloppable A engendr^e par le plan T roulant 
sur la courbe | et tangentiellement k la surface 2 et de la surface r^gl^e 
n donnee par les diverses tangentes Q menses aux courbes c^, c^', i'\ etc. 
aux points en lesquels ces courbes coupent respectivement la courbe |. 
(U est Evident que les deux surfaces A et n ayant pour directrice com- 
mune la courbe ^, doivent se couper suivant une autre courbe qui sera 
celle designee ci-<lessus par £.) 

Les deux courbes § et £ se couperont en un point y qui sera le point 
demand^ , car il est Evident que pour ce point les deux surfaces A et n 
seront tangentes Fune a Fautre. 
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U sera toujours facile, par les m^thodes graphiques de la geometrie 
descriptive, de trouver ce point j, en dautres termes, de construire ses 
projections. 

Maintenant, si Ton imagine une suite de plans Z\ Z'\ Z'^ paralleles 
au plan Zetcoupant 2 suivant les courbes ?', S,", I*', en operant ainsi 
que nous Tavons indique ci-dessus, on trouvera les divers points y' 
sur I', j"sur I", J* sur§*', qui appartiendront a la surface 1 et a la 
surface 0. 

La courbe |x, lieu des points j,j', j", y'^. sera des lors une carac- 
teristique de la surface $. 

Si Ton suppose maintenant que la surface 1 se transporte parallele- 
ment a elle-meme et le long de K en 2', on pourra op^rer pour 2' 
comme on la fait pour 2, et Ton trouvera une nouvelle caract^ris- 
tique ju.' de $. 

On pent done se procurer autant de caracteristiques |x, fji', fji" de la 
surface $ que Ton voudra. 

Des lors cette surface $ est completement connue , determinee ; on 
pourra toujours, au moyen d'une ipure^ construire en relief cetie surface $► 

Passons maintenant a la solution du probleme suivant qui sera un 
probleme g^n^ral, dont, plus tard, nous d^duirons, comme cas particu- 
liers, les engrenages qui font le sujet principal de ce chapitre. 

9 

PROBLikME G^Nl^RAL. 

Etant donnas deux axes A et A^ non situis dans un meme plan el faisant 
entre eux un angle S, construire deux surfaces $ et $< fixieSy la premise 
a iaxe A. et la seconde a I'axe A^, et telles qu^elles se conduisent iune 
i autre en imprimant aux axes A et A< des vitesses qui soient dans un 
rapport constant, Ces surfaces et $| ^tant les enveloppes d'une surface 2 
se mouvant paralldtement a etle-meme le long d'une droite K. 

Imaginons les deux axes A et A« , d^signons par / leur plus courte 
distance, et par o et 0| les points en lesquels cette plus courte distance 
perce les axes A et A|. 

Prenons sur / un point m tel que Ton ait — = ~ , v et V| etant les 

vitesses angulaires des axes A et A|. 
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Par / nienons deux plans Q et Q4 respectivement perpeadiculaires 
aux axes A et A, , et tra9ons dans chacan de ces plans un cercle, le pre* 
mier C situ^ dans le plan Q et ayant son centre au point o et pour 
rayon om ; le second G, situ^ dans le plan Q < et ayant son centre au 
point o, et pour rayon o, m. 

Imaginons en m un anneau fixe dans Tespace et deux fils F et F^ en- 
roules , le premier sur le cercle C, le second sur le cercle C< , et tons 
deux passes dans Tanneau fixe. 

A partir de lanneau , dirigeons les deux fils parallelement k une droite 
K situee dans un plan Z parallele aux deux axes A et A|, et d^signons 
par a Tangle que A et K font entre eux; des lors,.R fera avec A^ un 
angle a, qui sera egal k (180* — a — 6) [i]. 

Supposons une surface 2 liee aux deux fils F et F< et entrainee pa- 
rallelement a elle-meme et le long de R pendant que les deux fils F et 

F, s'enroulent ou se d^roulent ensemble sur les cercles C et C,. 

Cela pose , si la surface 2 parcourt sur la droite K une longueur I , 
c'est que le fil F se sera enroul^ sur le cercle G d un arc qui , rectifi^, 
sera egal a I, et qu en mSme temps le fil F, se sera enroul^ sur le cercle 

G, dun arc qui, rectifi^, sera aussi ^al a I. 

Par consequent , d^signant par p le rayon om , et par p^ le rayon o^ m, 
on aura 

27r . p Vj 

et si Ton suppose que 27:p = I^ on aura 

^ f 

271. Pi =r — . 1. 

Par consequent la surface 2 parcourra une longueur egale a I sur la 
droite K pendant que Faxe A fera un tour entier de revolution sur lui- 

meme , et cette meme surface 2 parcourra une longueur egale a — .1 



(i) Les trois droites A, A. et K etant paralleles au plan Z, en les projetant sur ce 
plan Z, on aura un Uiangle, dont les angles seront precisement les angles a, a, et 6. 
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ou a I< sur la droite K pendant que Taxe A^ fera un tour entier de re- 
volution sur iui-meme. 

En vertu de la solution du probleme fondamental donnee ci-dessus , 
il nous sera facile de construire la surface enveloppe de Tespace par- 
couni par la surface 2 autour de laxe A, et la surface $, enveloppe 
de Tespace parcouru par la meme surface 1 autour de I'axe A,. 

Nous pourrons done, pour une position 2 de la surface enveloppee, 
construire la caract^ristique jx de $, et ju.^ de $« , et si les deux courbes 
IX et jui| se coupent en un point z, les trois surfaces 2 , ^ et $, seroift tan- 
gentes Tune a Tautre en ce point z. 

Faisant enrouler les fils F et F' sur les cercles G et G^ en imprimant 
aux axes A et A, un mouvement de rotation , la surface 2 passera en la 
nouvelle position l'\ nous pourrons construire pour 2' les caracteris- 
tiques homologues jli' et jx'j et le point z' en lequel elles se coupent; 
etainsi de suite. Tousles points z, z', z", z"' d^termineront une courbe 
^ qui sera le lieu des points de contact successifs des surfaces $ et $4, 
pendant que les axes A et A| tourneront, sur eux-memes, avec les vi- 
tesses respectives v et v,. 

Or il est evident, dapres ce qui precede, que le probleme propose 
n'aura de solution qu autant que la courbe ^^ existera. 

Mais le mode de solution que nous avons employe ne nous permet pas 
de reconnaitre dans quels cas cette courbe t^ existera ou n'existera pas; 
en d autres termes , nous ne pouvons pas , par les considerations deve- 
loppees ci-dessus, parvenir k reconnaitre les conditions g^om^triques 
auxquelles la surface 2 doit satisfaire , quant k son mode de g^^ration , 
ou , en d autres termes, quant k sa forme ^ pour que la courbe ((; existe. 
Le second mode de solution que nous allons developper ci*apr^s 
nous permettra de resoudre cette partie importante de la question. 
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SECOND MODE DE SOLUTION. 
PROBL^ME FORDAMEirrAL. 

Etant donnis un axe A tournantimiformiment sur lui'-meme avec unevitesse 
V et un plan V faisant avec I' axe A un angle y, et une droite Kfaisant 
avec I'axe A un angle a et un angle a' avec le plan P, determiner la 
surface enveloppe de tespace parcouru par le plan P, se mouvant pa- 
ralldlement a lui-meme, un de ses points se mouvant uniformiment sur 
la droite K avec une vitesse u. 

Tout ce qui a et^ dit pnJc^demment par rapport a une surface quel- 
couque 2 , pourra etre r^p^t^ dans le cas oil cette surface 1 est un plan P. 
Mais la surface $, enveloppe de I'espace parcouru par la surface 2, est, 
comme on le sait, une surface developpable lorsque I'enveloppee est un 
plan. Des lors les diverses caracteristiques ju. de la surface $ seront , 
dans le cas particulier qui nous occupe, des lignes droites. 

En vertu des donn^es du probleme, on sait que le plan P d^crira une 
surface h^li9oi'de developpable; d^s lors la surface $ sera compl^tement 
d^termin^e lorsqu'on connaitra Th^lice cylindrique et circulaire E , qui 
est son arete de rebroussement. 

En supposant que le point k en lequel la droite K perce le plan P, 
parcourt sur cette droite K une longueur ^gale k I pendant que Taxe A 
fait un tour entier de revolution sur lui-meme, on aura, comme on la 
dit ci-dessus , 

27:p = I. 

Projetons la droite K sur le plan du cercle C du rayon p , et designons 
cette projection par K^; designons par H^ la trace du plan P sur le plan du 
cercle G. Les deux droites K* et H ^ feront entre elles un angle que je desi- 
signe par X; je d^signe enfin par j le point en lequel K'* et H ^ se coupent. 

Cela pose, pour un tour entier de Faxe A, le point k parcourt une 
longueur I sur la droite K ; pendant un tour entier de laxe A , le point y 
parcourra sur la droite K'^ une longueur egale k I sin a; et la trace H^ 



■ 



(65) 

se sera mue parallilement k elle-meme , et aura parcouru sur la perpen- 
diculaire abaiss^e du centre du cercle C sur H^ une lon^eur ^gale a 
I sin a. sin X. 

L'h^lice E sera done trac^e sur un cylindre de revolution ayant pour 
axe Taxe A et pour section droite un cercle dont le rayon R sera tel que 
ton aura 

27rR = I sin a. sin X, 
d'ou 

R = p.sina.sinX. 

Le pas h de Fh^lice E variera avec Tangle a' que le plan P fera avec 
laxe A, puisque Ton doit avoir 

A.tanga' = I sin a. sin X. 

Ainsi Faxe A et la droite K ne variant pas de position , les vitesses v et u 

restant les memes ou dansle meme rapport, et ainsi ayant - == constant e, 

on voit que le rayon R est ind^pendant de Tangle a' que le plan P fait 
avec Taxe A, et qu'il ne depend que de Tangle X que la trace H^ de ce 
plan P fait avec K^ ou de Tangle X' compl^mentaire de X que la trace H^ 
fait avec une droite perpendiculaire k K\ On pourra done ecrire 

R = p. sin a. cos X'. 

Gela pos6, ayant construit le cylindre J de revolution, qui a Taxe A 
pour axe de rotation et R pour rayon de sa section-droite, on menera 
un plan L tangent au cylindre J et perpendiculaire au plan P, lequel 
coupera ce plan P suivant une droite D qui sera la caract^ristique de la 
surface heli9o'ide developpable $ enveloppe de Tespace parcouru par le 
plan P, et Tenveloppe ^ et Tenvelopp^e P seront tangentes Tune k Tautre 
tout le long de la droite D. 

Si nous supposons maintenant que le plan P passe en la position P, P et P' 
<itant paralleles en vertu de la loi du mouvement, le plan P' sera coupe 
par le plan L, suivant la droite D' qui sera une uouvelle caracteristique 
de la surface $. Mais il faut bien remarquer que pendant que le plan P 
passe en P', Taxe A tourne lui-meme d un certain angle et fait tourner 

9 



vaBomtmmmBsmi^ewmmmmrTss^ssmmf'mam^gmmmmmmf^fsimm^^nF^m^ 



(66) 

(lutour de lui la surface de ce meme angle pour lamener en la po- 
sition $', et c est aloi^s $' et P' qui se trouvent en contact suivant D' 
Proposons-nous maintenant la solution du probleme suivant : 

Etant donnes deux axes A el A^^ non situ^s dam le meme plan etfaisufU 
entre eux un angle 6 , construire deux surfaces heli(^6ides diveloppables 
telles quelles se conduisent tune V autre en imprimant aux axes A et A^ 
des vitesses qui soient dans un rapport constant, 

Designons par v la vitesse angulaire de Faxe A et par v^ la vitesse 
angulaire de Taxe A,. 

Construisons la plus courte distance / des deux axes A et A^, et sur 
cette plus courte distance prenons un point m divisant / en deux parties 
qui soient entre elles dans le rapport inverse de celui des vitesses des 
axes. Imaginons, comme nous Favons fait prec^demment, les deux cer- 
cles C et Gf dont les plans respectivenient perpendiculaires aux axes A 
et A| se coupent suivant la plus courte distance /; et enroulons sur ces 
cercles deux fils F et F# qui viennent passer dans un anneau fixe dans 
Tespace et situe au point m, etjk partir de ce point, dirigeons ces deux 
fils suivant une droite R perpendiculaire a la plus courte distance / et 
faisant un angle a avec Taxe A , et par suite un angle ^gal 4 (a — g) 
avec I'axe A^. 

Concevons un plan P coupant le plan du cercle C suivant une droite 
H^, et le plan du cercle G| suivant une droite H^. 

Designons par X' Tangle que H^ fait avec la plus courte distance / et 
par X,' 1 angle que H^ fait avec cette meme droite /. 

Le point k en lequel la droite K perce le plan P se mouvant sur cette 
droite K , et y parcourant une longueur I pendant que les axes A et A^ 
tournent sur eux-memes avec les vitesses respectives v etv^^ le plan P 
engendrera deux surfaces h^li9oides d^veloppables , Tune fixee a laxe 
A, et Fautre $^ fix6e k Faxe A|. 

Iia surface ^ aura pour arete de rebroussement une helice E tracee 
sur un cylindre J ayant son rayon R 6gal a 'p . sin a cos X', et la surface $, 
aura pour arete de rebroussement une b^lice E, tracee sur un cylindre J, 
ayant son rayon R| egal a |3| sin (a — S) .cosX,'. 

En menant un plan L perpendiculaire au plan P et tangent au cy- 
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iindre J, on obtiendra la droite D intersection des plans L et P; 

En menant un plan L| perpendiculaire au plan P et tangent au cy- 
Iindre J,, on obtiendra la droite D<, intersection des plans h^ et P. Les 
deux surfaces $ et $| seront tangentes au plan P, la premiere suivant 
la droite D, et la seconde suivant la droite D| ; par consequent ces sur- 
faces $ et $1 seront tangentes Tune a Tautre au point z, intersection des 
droites D et D<. 

Si raaintenant Ton suppose que les axes A et A| tournent avec leurs 
vitesses respectives v et u<, le plan P se mouvra paraUelement k lui- 
meme, et prendra diverses positions P, P"; les plans L et Li ne chan- 
geront pas, et Ton voit de suite que les droites D' et D,', D" et D", que 
Ton obtiendra pour chaque position nouvelle P, P' du plan P, don- 
neront par leur intersection des points z\ z'\ par lesquels les surfaces 
4> et $1, semettront successivement en contact, a mesure que ces sur- 
faces $ et $, tourneront autour des axes A et A< , etant animees , la 
premiere de la vitesse angulaire v, et la seconde de la vitesse angu- 
laire v,. 

Et il est Evident que tous ces points de contact z, z\ z'\ seront sur 
la droite N intersection des plans L et L|, et que cette droite N sera 
perpendiculaire au plan P et tangente aux cylindres J et J|. Ainsi se 
trouve completement d^termin^ le lieu des points des contacts suc- 
cessifs des deux surfaces enveloppes et $^ lorsque Tcnveloppie est 
un plan P. 

D apres ce qui precede, on voit que le probleme propose a une infi- 
nite de solutions, car les rayons R et R^ varient a mesure que Ton fait 
varier les angles X' et X,' ; et de plus les pas des helices E et E| varient 
en faisant varier Tinclinaison du plan P, soit par rapport au plan du 
cercle C, soit par rapport au plan du cercle C|, ou, en d autres termes, 
en faisant varier Tangle que le plan P fait, soit avec laxe A, soit avec 
Faxe A^. 

On voit que Tangle X' pent rester constant pendant que Tangle X,' va- 
riera; des lors le rayon R restera constant pendant que le rayon R, 
variera. Et vice versa: Tangle X[ peut rester constant pendant que Tangle 
X' variera, et des lors le rayon R, restera constant pendant que le rayon 
R variera. On voit aussi quele pas de Th6lice E peut rester constant, R 
variant, etc. 

• 
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Ce qui precede etant cotnpris, on peut se proposer les questions 
suivantes : 

Par mi torn les systemes satisfaisant au problime proposd^ peui-il en exister 
unpour tequel les deux surfaces hilicoides ^ et^^yOU lieu d'etre en con-- 
tact par un point , seront en contact par une gen^ratrice droite? 

Pour que les deux surfaces $ et $« soient en contact par une genera- 
trice droite, il faudraque les caract^ristiques D et D| se confondent; 
il faudra done que les plans L et L4 se confondent; il faudra done enfin 
que les deux cylindres J et J| puissent avoir un meme plan tangent per- 
pendiculaire au plan P. 

Des lors le plan P ^tant perpendiculaire k la fois aux plans L et L^, 
devra etre perpendiculaire k un plan Q parallele k la fois k Taxe A et a 
Taxe At. 

Dans ce cas la trace H ^ du plan P sur le plan du cercle C , ainsi que 
la trace H^ de ce meme plan sur le plan du cercle C|, seront parallMes 
entre elles et k la plus courte distance / existant entre les axes A et A4. 
D6s lors les angles X' et X,' seront tons deux nuls. 

On aura done 

cosX' = cosX,' = I, 



et 



et 



or comme 



R^ = p^ sin(a — S); 
R = p. since, 



P + Pi = ', 

on voit que les deux cylindres J et J| ne seront pas tangents Tun a 
Tautre , k moins qu on ne rapproche les axes A et A^ jusqu a ce que leur 
plus courte distance devienne ^gale A (R -h Rj). 

On retombe ainsi sur lengrenage de force dont j'ai expose la th^orie 
dans le chapitre precedent, et ceci nous d^montre que cet engrenage 
nest qu'un cas particulier du probleme g^n^ral dont la solution nous 
occupe en ce moment. 
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Parmi tons les systimes satisfaisant au problhne propose, peut-il en exisier 
un pour leqvel les deux surfaces hMicdides d^eloppables <P et 4>| seront 
deux cylindres ayant leurs giniratrices respectivement paralldles aux axes 
Aet A^? 

Pour que la surface $ devienne un cylindre, il faut que la droite 
D soit parallele k laxe A; et pour quen meme temps la surface $< 
devienne aussi un cylindre, il faut que la droite D| soit parallele k 
laxe A<. 

Or I'envelopp^e P contenant les deux caracteristiques D et D,, devra 
des lors etre parallfele aux deux axes A et A| ; ce plan P pourra affecter 
deux positions : 

I**. II pourra passer par la droite K et etre perpendiculaire a la 
plus courte distance / existant entre les axes A et A| , par consequent 
chacun des angles X' et Xl sera ^gal k un angle droit; et des lors on a 

cosX' = cosXi = o, 

et aussi / 

R = R, = o. 

Les deux cylindres J et J| se r^duisent aux axes A et A|, et il est ^vi-. 
dent que dans ce cas lengrenage ne pent exister, car les surfaces $ et $« 
se r^duisent aux deux cylindres qui auraient pour bases les cercles C 
et C4 et pour axes les axes A et A| . 

2^. Le plan P pourra etre parallele aux deux axes A et A|, en suppo* 
sant que les deux droites D et D| sont respectivement paralUles aux 
axes A et A4, et Ton aura des lors la droite N intersection des plans L 
et L|9 perpendiculaire au plan P, et faisant un angle droit avec chacun 
des axes A et A4. 

Puisque la droite D est parallele k laxe A , rheli9oide $ deviendra un 
cylindre ayant pour section droite une d^veloppante du cercle ayant R 
pour rayon. 

Puisque la droite D< est parallele k laxe A,, rheli9oide <l^^ deviendra 
un cylindre ayant pour section droite une d^veloppante du cercle ayant 
R, pour rayon. 
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Et Ton doit avoir 



:^ = -^- 
R, P 



> 



et des loi^s 



sin a cosV 

T = I. 



sin (a — C)cos>| 



Et la solution, dans ce cas tout particulier, consiste k construire un 
engrenage cylindrique a ddveloppantes de cercle et k faire touraer 
Tun des axes, A| par exemple, d un angle arbitraire autour de la droite 
Y, lieu des contacts des dents de Fengrenage cylindrique. Par ce moyen 
on pourra donner a Taxe A^ toutes les positions que Ton voudra et lui 
faire faire, avec laxe fixe A, un angle variant depuis z^ro jusqua 90*. 

Dans ce cas particulier les surfaces cylindriques $ et ^| ne seront en 
contact par une droite que lorsque les axes A et A* seront paralleles; 
aussit6t que Taxe A| aura tourne autour de la droite Y d un angle aussi 
petit qu^on voudra, le contact n aura plus lieu que par un point (i). 

B^solvons maintenant le probleme fondamental dont nous reprodui- 
sons r^nonc^ : 

Etant donnis une surface 2 , un axe A et une droite K pergant la surface 1 
en un point k et faisant avec I'axe A un angle a; construire les carac- 

* tiristiques de la surface $, enveloppe de I'espace parcouru par la surface 
2, en supposant que [axe A tourne uniform^ent sur lui-meme avec 
une Vitesse v, et que la surface 2 se meuve parallilement a elle^meme et 
uniformement, le point k de cette surface 2 parcoufant la droite R avec 
une Vitesse u. 

ChdLqnefacette el6mentaire de la surface 2 etant suppos^e prolongee 
dans tons les sens, donne naissance k un plan P qui est tangent k la sur- 
face 2 en cette facette ^lementaire ou point de la surface. 

Si done en un point x de la surface 2 nous concevons le plan tangent 
P, ce plan se mouvant dans I'espace avec la surface 2, se mouvra paral- 



( I ) Get engrenage particulier a ete pubUe dans le Bulletin de la Society d'Encoura- 
gement pour I'industrie nationale, (Planche 4o5 , annee 1829.) 
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lelement a lui-menie, et donnera pour surface enveloppe de Tespace 
qull parcourra une surface h^licjoide d^veloppable ayant pour arete 
de rebroussement une h^lice E trac^e sur un cylindre J ayant R pour 
rayon. 

La surface 2 n'^tant qfxenvelopp^e, sera tangente a son enveloppe $ 
suivant une courbe ju. caractMstique de la surface $ , et il est Evident 
que pour chacun des points a: de ju. la caract^ristique ou g^n^rairice 
droite de rh6li9oide d^veloppable enveloppe de I'espace parcouru par 
le plan P tangent au point x de 2 , passera par ce point x. 

Des lors la normale N de la surface 2 pour le point x sera tangente 
au cylindre J; 

Des lors R sera la plus courte distance existant entre I'axe A et la 
normale N. 

Cela pos^, pour construire la courbe /x caract^ristique de la surface 
$, courbe suivant laquelle les surfaces $ et 2 sont tangentes , en sup- 
posant que la surface 2 soit en une position particuliere ^ on devra em- 
ployer les constructions suivantes : 

Tracer sur un plan C perpendiculaire k Taxe A une droite H faisant 
avec la projection K^ de K sur ce plan C un angle X'; 

Calculer le rayon R du cylindre J au moyen de T^quation 

R = |D . sin a cos X', 
se rappelant que 

2n,p = I, 

I ^tant la longueur parcourue sur la droite K par le point k de la sur- 
face 2 avec la vitesse u, pendant que Faxe A fait un tour entier de 
revolution sur lui-m^me avec la vitesse v ; 

Mener no plan L tangent au cylindre J et perpendiculaire a la droite 
H: ce plan L coupera la surface 2 suivant une courbe S; puis concevoir 
un cylindre tangent a la surface 2 et dont les generatrices soient pa- 
ralleles k la droite H : ce cylindre aura pour contact avec la surface 2 
une courbe 9. 

Les deux courbes S et y se couperont en un point x pour lequel la 
normale N A la surface 2 sera evidemment tangente au cylindre J. I^e 
point X sera done un point de la caract^ristique [x cherchee. 



( 72 ) 

En faisant varier sur le plan C la direction de la dix)ite H , et executant 
les constructions precedentes pour chacune des positions attributes a H, 
on obtiendra sur la surface 1 une suite de points x , et par suite autant 
de points que Ton voudra de la caract^ristique ju. de la surface $ enve- 
veloppe de Tespace parcouru par la surface 1. 

Ayant pour la position 1 construit la courbe jx, on fera mouvoir la 
surface Z le long de la droite K , et on la transportera en Z^ 

Remarquons que toutes les courbes cp n auront pas chang^ de formes, 
seulement elles auront ^t^ transport^es parallelement k elles-mSmes, 
par le transport de la surface 2 en la position 1'. 

Le plan L ne coupera plus 1' suivant une courbe identique a la 
courbe S suivant laquelle 2 ^tait coupee par ce plan ; le plan L cou- 
pera la surface 2' suivant une nouvelle courbe S' qui coupera la courbe (p 
ensa nouvelle position, en un point x' qui appartiendra a la courbe ij/ 
suivant laquelle la surface 1' touche la surface <b en supposant que cette 
surface $ ait tourne autour de Faxe A d une quantity angulaire d^ter- 
min^e par le cbemin parcouru le long de K par la surface 2 , pour 
passer de 2 en 2^ 

On pourra done tres-facilement faire une ^pure au moyen de laquelle 
on puisse construire en relief la surface $, puisque Ton aura les projec- 
tions des diverses caracteristiques de cette surface. 

Et en supposant que Ton donne deux axes A et A4 non situes dans un 
meme plan, et faisant entre eux un angle §, ayant construit leur plus 
courte distance / et les deux cercles C et C| dont les rayons sont p et p^, 
on pourra, par rapport au plan C,, faire les constructions que nous 
venous de d^crire pour le plan C , et il sera facile au moyen d'une ipure 
d avoir les projections de la courbe lieu des contacts successifs des deux 
surfaces $ et $|. 

Ainsi le probleme propose pent toujours etre resolu compl^tement 
au moyen des precedes graphiques de la Giomitrie descriptive. 

S III. 

Nous allons maintenant donner la solution du probldme relatif a la 
courbe lieu des contacts successifs des deux surfaces $ et $1 au moyen 
de \ analyse^ ou plut6t, nous allons employer la langue algibrique pour 
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faciliter la cor^lation de nos raisonnements g^ometriques et arriver plus 
facilement aux faits g^omStriques qui en sont la consequence. Car dans 
tout ce qui va siiivre , nous ne ferons qu ecrire au moyen de Yanafyse des 
deductions g^m^triques ; nous comparerons entre elles des formules, 
mais sans faire r^elleraent de calculs anafytiques. 

£ltant donnes les deux axes A et A| faisant entre eux Tangle § , nous 
prendrons laxe A pour axe des z, la plus courte distance /existant entre 
ces'deux axes pour axe des y, le pied o de la droite / sur laxe A pour 
origine des coordonn^es. 

Les Equations de Taxe A| seront 

z = ac.cotS, 

y = I' 

Concevons maintenant un plan P dont T^quation sera 

J = jTu: -f- nz -4- p; 

la trace H^^ de ce plan sur le plan ocy aura pour ^nations 

J = mac -h p, 
z = o. 

Le plan C| qui', passant par la plus courte distance /, est perpendicu- 
laire k Taxe A| , aura pour Equation 

z = x.tangS; 

la trace H f du plan P sur le plan C| aura done pour Equations 

z =:? x.tangS, 

y = x(rn -h ntangS) -+- p; 

Tangle X' est ^gal k Tangle que H^ fait avec Taxe desy. 
Par consequent on aura 



tangV=i 
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ef 

HI 



COS X' = 



vr 



in 



Tangle X| est egal a Tangle que H^ fait avec Taxe des y. 
On aura done 

(5) cos \ ; = >n^nu^^ 

ytang'6 -l-m» -f- ii*tang*€ -f- 2««taDg^ H- i 

des lors 



R = p sina 



m 



^1 -f-/»" * 
et 

(6) R, = p. sin(a - S) m-^nx^^l 

sfi -h tang*6 -f- (iw -h « taiig6)» 



A 



Si Ton mene une droite N perpendiculaire au plan P, la projection N 
de N sur le plan des xy fera un angle droit avec H', des lors N* fera 
avec Taxe des y un angle X complementaire de Tangle X', et Ton aura 
des lors 

sinX = cosX'. 

La projection N*, de M sur le plan d fera aussi un angle droit avec 
H^, des lors N* fera avec Taxe desy un angle X| qui sera le complement 
de Tangle X,', et Ton aura des lors 

sinXf =: cosX,'. 

Cela pose, T^quation de la surface 2 etant z = /(a:, j), les equa- 
tions de la noimale N en un point x\ y\ z' seront 

(X - X') -t- ^, (« - z') = o, 
f J equation de N^, ou de la projection de N sur le plan.des xy^ sera 
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La perpendiculaire abaiss^e de lorigine des coordonnees sur N'^ sera 
egale Ji R , ou & la plus courte distance existaut entre Taxe A (ou axe 
des z) et la normale N. 
On aura done 

" •^ rfr' y dx" 

Tangle que la droite N* fait avec I'axe des y sera Tangle designe par X; 
on aura done 

dj_ 

^ dx' 

tang> = -jj, 
d'ou 



sinX = 



df_ 

dx' 



m - m 



Ainsi T^quation R = p. sin a. sin X s'^rira comme il suit 

t \ , df , df dx' 

(7) ^-rfP - J rfip- = P-«n« 



En combinant cette equation (7) avec T^quation (8) z' ==/(x% j'), 
on aura les Equations de la caract^ristique jx de la surface $ enveloppe 
de Tespace parcouru par la surface X, cette caracteristique /jl (§tant celle 
suivant laquelle la surface $ est touch^e par la surface 2 , 2 etant en 
la position particuliere pour laquelle son Equation est z = f{x , y) et 
les coordonnees courantes de la caracteristique /jl seront representees 
par x\ y\ z'. 

Si maintenant on suppose que la surface 2 passe en la position 2', 
le point k de cette surface s'etant md le long de la droite K dont les 
equations sont 

z = x.cota. 

10. « 



r 

1' 
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L'^quation de la surface 2' sera 

equation que Ton obtient en rempla9ant dans I'^quation de 2, z par 
z — 6 et jc par x — a , b et a ^tant les coordonn^es du point k' en le- 
quel le point k vient se placer, lorsque 1 est pass^ en la position 1'. 
Et comme le point k ' est sur la droite K , on a 

b = a .cot a. 

L equation de la surface 2' sera done en definitive 

z — a.cota = f[{x — «)'7]7 

et nous pourrons, pour abr^ger Y^criture, repr^senter f[[x — a), y] 
par/«(x, y). 

Pour la position 1\ T^quation R = |9 . sin a . sin X devra done s ecrire 
ainsi qu'il suit 

(9) ^'^-/;&^ = P-«>"« 



m^m' 



et cette Equation (9), combinee avec T^quation (10) z'-^a cota=/|(x',j'), 
donnera les Equations de la caract^ristique jx' de la surface $ suivant 
laquelle cette surface $ est touch^e par la surface 2'; les coordonnees 
courantes ^tant toigours representees par x', j', z'. 

Si done on elimine a entre les Equations pr^cedentes (9) et (10), on 

aura une Equation (i 1) xC-^'^j'* ^') — ^» T^^ ^^^* ^^^^ ^^ ^^^ giomi^ 
trique de toutes les caracteristiques de la surface $ suivant lesquelles cette 
surface $ se trouve successivement touch^e par la surface 2, a mesure 
que $ tourne uniformement autour de laxe A avec une vitesse v, et que 
2 se meut parallelement k elle-mSme et uniformement le long de la 
droite K avec une vitesse u. 
Prenons maintenant T^quation 

R^ = p^ sin (a — §)sin)H; 



.•fc^- 
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pour r^ciire sous une forme analogue k celle sous laquelle nous ve- 
nons d'6crire l'6quation 

R =^ p. sin a. sin X. 

Ri sera la plus courte distance entre Taxe A4 et la normale N me- 
n^ k la surface 2 par le point de cette surface dont les coordonn^es 
sont x', y\ z\ 

L'^quation de la surface 1 ^tant 

r^quation de son plan tangent au point x', y\ z\ sera 

Comparant cette Equation k celle du plan P posee ci-dessus et qui est 

7 = mx + m + p, 
on voit que 

dx' I ^ dr' dx' 

'" = "^' '^=;^> p = w • 

dy' dy' dy' 

Bempla^ant done m et n par les valeurs pr^c^dentes, dans T^quation (5), 
on trouve 



cosXi = sinXi = 






v/(i+tang»6)(^)V (tang6 - ^J ' 



Texpression anafytique de R|, comme plus courte distance entre Taxe A^ 
et la normale N, sera 

^ .-| ,-.-«««f-^(r'-0(.-^o°.e| ;)' 



y/(,+c«.8)(^y + (.+».e^)" 



r^f^ 
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L'^quation R, = p^ siD(a ^ S) sinXi devra done s*^crire ainsi qu il suit 

(.'-x'cote)^ + (r'-/)(i-hoot6^) 



(12) 



^(,H-cot.e)(^)V(.+cot6^y 



= p, sin (a — 6) 



tange- — 



y/(. + Ung.6)(^)* + (tangs- ^,y 



Et cette equation (12), combinee avec lequation (i3) z' =/(x', y') de 
la surface 2, donnera les equations de la caracteristique \l^ de la sur- 
face $1 enveloppe de Tespace parcouru par la surface 2 par rapport k 
Taxe A4; et cette caracteristique |uL| est celle suivant laqueJUe la surface $< 
est tangente a son envelopp^e 2, en la position particuliere de cette en- 
veloppie , d^termin^e par lequation 

Si maintenant on suppose que la surface 2 passe en la position 2', \& 
quation de 2' sera, ainsi quon Fa vu ci-dessus, 

z — a.cota =/,(x,7); 

et des lors lequation (12) devra s'^rire ainsi qu'il suit 

(.'• - a:' cot€) ^ 4- (r' " ('+ cot6 ^) 

('4) { \rf \ J 

= p . sin (a — 6) 



y^(. + Ung.6)(^)V (range _^y' 



et cette Equation (i4)> combiuee avec I'^quation 
(i5) ?' — o cotot =faix', y'), 



— «. * ^v 



(79) 
nous donnera les equations de la caract^ristique fi[ suivant laquelle la 
surface enveloppe $| est touch^e par son enveloppie 2'. 

Si done on ^limine a entre les Equations (i4) et (i5), on aura unc 
equation 

(i6) 4'*(^^/^o = o 

qui sera celle du Heu giomitrique de toutes les caract^ristiques de la 
surface $, , suivant lesquelles cette surface enveloppe $< se trouve suc- 
cessivement touchee par son envebpp^e 2, a mesure que $, tourne uni- 
form^ment autour de Faxe A| avec une vitesse v^^ et que 2 se meut pa- 
rallelement k elle-meme et uniform^ment le long de la droite K , avec 
une vitesse u. 

Et enfin les equations 

(lO ^i^\ y\ 2') = o et (r6) ^,(x^ j', z') = o, 

seront celles de la coui^be |, /teu giometrique des points des contacts 
successi£s des deux surfaces $ et $|, se conduisant uniform^ment , en 
tournant la premiere autour de Faxe A avec une vitesse v, et la seconde 
autour de Faxe A, avec une vrtesse Vf. 

II est evident que ces Equations (i i) et (i6) peuvent etre remplacees^ 
par les ^nations (9) et ( 1 2). 

Appliquons les calculs precedents k un exeniple particulier, et sup- 
posons que la surface 2 est un plan P dont F^quation est 

z = Ax -h Bj + C , 
on aura 

puisque 

/(*', J') = Ax' + By' + C. 

Par consequent F^quation (7) deviendra 

(17) Ax' - Ay = p.sm-j^= = M-, 
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et comme ^ sera toujours egal k A, et que j^ seraaussitoujours ^al 

^ B, on doit en conclure que le lieu g^om^trique des caract^ristiques jx, 
sui vant lesquels les surfaces $ et 2 se mettent successi vement en contact , 
sera un plan repr^sente par 1 equation (17); 

Et il est Evident que les caract^ristiques jtx de la surface 2 seront des 
lignes droites. 

T/^quation (12) deviendra 
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V(H- cot»6)B» -h(H- cot6.A)" ~ 



= pi sin (a — S) 



tang6 — A 



V^(i -h taDg'6)B* 4- (laugS — A)* 



Et comme ^ = ^ , et que j^ = —^ y on voit que le lieu g^om^- 

trique des contacts successifs des surfaces $ et $4 sera une droite repre- 
sentee par les Equations (17) et (18); ou, en d'autres termes, on voit 
que la ligne § est une droite intersection des deux plans repr^sentes 
Fun par T^quation (17) et lautre par T^quation (18). 

Lorsquune droite N est perpendiculaire k un plan P, sa projection 
sur un plan Q est perpendiculaire k la trace du plan P sur le plan Q. 

Or r^quation (17) Bx — Aj^ = M est celle de la projection de la 
droite | sur le plan des xy; h, trace du plan P sur ce mSme plan des 
xy a pour Equation 

Ax 4- Bj' 4- G = o. 

Et il est evident, k la seule inspection des Equations de ces deux droites, 
que ces deux droites sont perpendiculaires entre elles. 

La projection de la droite | sur le plan des zy aura pour Equation 

(19) Bz- (M4-Ay)cot6 -h{y - /)(n-cote.A) = N, 
en posant 



N = p, sin (a — 



6Utanp6-A^ V^(' "^<^t>6)B»4-(i4-cotS,A)' . 

•^^ ^ ^ j/(i4-tang«6)B»4-(tang6-A)»' 
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et cette equation (19) peuts'^crire ainsi 

(20) B2;-f-j = N|, 

en posant 

N| = N -f- M cote -h /(i -h cotS.A); 

et r^quation de la trace du plan 2 sur ce meme plan des zy sera 

(21) z = Bj -h C. 

Or, a Finspection seule des Equations (20) et (21), on voit que Ics 
deux droites sont perpendiculaires entre elles. 

Ainsi la droite § est perpendiculaire au plan P ou enveloppde 2. 

Les divers r^sultats auxquels nous venons detre conduits en employ ant 
Yanalyse^ sont conformes k ceux auxquels nous ^tions parvenus prec6- 
demment par des considerations purenient giomitriques. 

S IV. 

Resolvons maintenant la question la plus importante, lorsque Ton 
veut deduire de la theorie prec^dente la construction d'un engrenage. 

Les deux axes A et A, ayant leur plus courte distance igale a I etfaisant 
entre eux un angle S, la surface $ enveloppe de Vespace parcouru par 
la surface 2 se mouvant autour de Caxe A, se mettra-^t^elle toujours en 
contact avec la surface $< enveloppe de Vespace parcouru par la mime 
surface 2 se mouvant autour de faxe A<, quelle que soit cette surface 2 
e^ quelle que soit la longueur de la plus courte distance l, par des 
points z, z', z^fbrmant dds lors la courbe £? 

L'^quation (9) est celle d une surface A lieu des diverses caracteris- 
tiques fx de la surface <b suivant lesquelles les surfaces $ et 2 se mettent 
successivement en contact k mesure que $ toume uniform^ment autour 
de Taxe A avec une vitesse v, et que 2 se meut parallelement k elle- 
meme et uniform^ment le long de la droite K et avec une vitesse t/. 

Quelle que soit la valeur attribute a /, la surface A reste invariable 
puisque T^qiiation (9) est independante de la quantity /. 

II 



I 
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L'^quation z = f{x , y) de la surface 2 est aus&i incUpendaate de cette 
quantity /. 

Mais lequatioa (12), qui est celle dune surface Af , lieu des di verses 
caract^ristiques jXf de la surface $4 suivant lesquelles les surfaces $1 et 
1 se mettent successivement en contact a mesure que $< toumc unifor- 
m^ment autour de Taxe A, avec une vitesse V|, et que 2 se meut paral- 
lelement k elle-m.eme et uniform^ment le long de la droite K et avec 
une vitesse u\ mais, dis-je, T^quation (i:>.) nest point ind^pendante de 
la quantity /. Et comme le facteur dans lequel / entre est {y' — l)^ aa 
voit qu en faisant varier /, on fera mouvoir la surface A| parallelenient 
k elle^meme le long de I'axe des y, ou, en d'autres termes, le long de 
la plus courte distance / existant entre les axes A et A^ , et qu^en meme 
temps A| entrainera avec elle I'axe A|, de sorte que les axes A et A| 
se rapprocheront en faisant entre eux le meme angle S, et leur plus 
courte distance ^tant toujours compt^e sur Faxe des y. Des lors, puis- 
que la surface A reste invariable en sa position, quelque valeur que 
Ton attribue ^ /, et que A| se meut parallelement k elle-meme le 
long de Faxe des y a mesure que Ton change la valeur de /, et de telle 
sorte ^videmment que A^ s'^loigne de Faxe A lorsque Ton augmente / 
et se rapprocbe de Faxe A lorsque Fon diminue /; et que la courbe § , 
lieu des contacts successifs des surfaces $ et $« , n est autre que Fin- 
tersection des surfaces A et A| ; on voit que cette courbe ^ chaogera 
de forme et de position dans Fespaee k mesure que Fon fera varier la 
quantity /. 

Or, en faisant varier /, on ne change en rien les surfaces ^ et $« ; par 
consequent en supposant la surface 9 fixe , si Fon rapproche Faxe A^ de 
Faxe A, et qu'en mSme temps que ce rapprochement a lieu, Fon fasse 
tourner la surface $4 autour de Faxe A«, on conceit qu on doit pouYoir 
arriver k mettre les deux surfaces $ et $4 en contact. 

Cela dit, concevons Faxe A et Faxe A4 ; leur plus courte distance / 
coupe Faxe A aa point o et Faxe Af an point o, . Prenons sor / deux 
points n et Hf, menoos par n un plan Y et pair n^ uq plan Yf, ces denx 
plans ^tant paralleles k la fois aux axes A et A^ et des lors paralleles 4 
la droite K le long de laquelle la surface 2 se meat, Menons mahitenant 
deux autres plans X et X4 paralleles a la fois k la droite K et d la plus 
courte distance / et ^quidistants du plan passant par / et K, et placds Fun 
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en-dessus et Tautre au-dessous de K. Ges quatre plans inlercepteront sur 
la surface £ une aire finie que je d^signe par 2|. 

Cela pos6 : 

i^. Si la surface A coupe Faire 2| successivement et pendant le trajet 
de 2 le long de la droite K , alors cette aire 2^ engendrera une aire en- 
▼eloppe 9* qui sera une portion de la surface ind^finie 9 ; 

2^. Si de mdme la surface A, coupe Taire 2| successivement et pen- 
dant le trajet de 1 le long de la droite K, alors cette aire 2| engendrera 
une aire enveloppe $,' qui sera une portion de la surface iud^finie $, ; 

3^. Et si A et A| se coupent suivant une courbe § qui perce elle-meme 
Paire 2| successivement et pendant le trajet de 2| le long de la droite R, 
alors il est Evident que les deux aires ^^^ et $| se conduiront, en se mettant 
successivement en contact par les divers points z ', z'\ i^ situ^s sur la ligne £. 

Or il peut arriver que les conditions expiim^s dans les articles i^ et 
2^ se trouvent satisfaites , sans que la condition exprimee dans Farticle 3^ 
le soit; alors les aires ^' et $', ne pourront se mettre en contact, et 
partant ne pourront se conduire. 

Mais si la surface A coupe Taire 2^ suivant des courbes qui se rap- 
prochent de Teixe A k mesure que 2^ se mouvant sur la droite R se rap- 
proche de la plus courte distance /; et si la surface Af coupe laire 2^ 
suivant des courbes qui se rapprochent de Taxe A| k mesure que 2^ se 
mouvant sur la droite R se rapproche de cette meme plus courte dis- 
tance /, alors la condition exprimee dans Tarticle 3® sera toujours satis- 
faite , la courbe § coupera Faire 2f pendant un trajet t plus ou moins 
long de cette aire 2| se mouvant sur la droite R , et des lors les aires $• 
et ^\ pourront se toucher, et par consequent se conduire pendant ce 
trajet i; et Fon pourra augmenter ou diminuer la longueur du trajet i 
en rapprochant les axes A et A„ ou en les Poignant Fun de Fautre. 

Pour mieux faire comprendre ce qui precede , prenons un cas parti- 
culier, celui pour lequel la surface 2 est un plan P, 

Les quatre plans X, X|, Y, T, intercepteront sur le plan P un paralle- 
logramme P,. 

D^signons on par ^ et o(n^ par /^o et supposons que Fon a 

jP_ V| 

V et v^ ^tant les vitesses angulaires des axes A et Af . 

II. • 
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Designons par X' Tangle que H^ fait avec la plus courte distance Ides 
axes A et A|, et par X[ Tangle que H^ fait avec cette meme droite /; on 
sait, I** que la surface $ est un h6li9oide d^vcloppable ayant pour arete 
de rebroussement une h^lice E trac^e sur un cylindre J ayant A pour 
axe et son rayon R ^gal ^ (p . sin a . cos X' ) ; 

Et 2° que la surface $| est aussi un h6li5oide d^veloppable , ayant pour 
arfite de rebroussement une h^lice E, tracee sur un cylindre J| ayant 
A| pour axe etson rayon R4 6gal k [p^ sin (a — §) co8X|]. 

Les plans L et L|, perpendiculaires au plan P et tangents , le premier 
au cylindre J et le second au cylindre J^, ne sont autres, dans le cas qui 
nous occupe^ que les formes particulieres que prennent les surfaces A 
et Ai en vertu de ce que Tenvelopp^e gen^rale 2 est une surface parti- 
culiere P. 

Ces plans L et L, se coupent suivant une droite ^ qui sera le lieu des 
contacts successifs des surfaces indefinies $ et $«. 

Or il pent ^videmment arriver que cette droite § ne passe pas au tra- 
vers du prisme ind^fini compris entre les quatre plans X, X|, Y, Y, ; et 
toutefois le plan L coupera toujours ce prisme ind^fini suivant un parall^lo- 
gramme O, et Tenvelopp^e P le coupera suivant un parall^logramme P^. 

Le contact entre les portions ^ et 0| des surfaces indefinies <& et $4 
qui seront les envelopp^es finies du parallelogramme P,, ne pourra done 
exister tant que la droite ^^ qui est situ6e dans le plan L, ne passera pas 
a travers du parall<^logramme O. 

Or la droite § pent varier de position dans Tespace, tout en restant 
perpendiculaire au plan P, et se rapprocher de Taxe A, en supposant que 
Ton rapproche Taxe A4 de Taxe A , en le portant parallelement a lui-meme 
de Af en A,' : tout en faisant ce transport de Taxe A, , an pent faire toumer 
la portion de surface $| autour de cet axe A^ ; et mSme, si cela est n^ 
cessaire, faire glisser en meme temps cette surface <P[ le long de Taxe A| 
en imprimant ainsi deux mouvements k la surface $',, Tun de rotation, 
Tautre de translation , et de telle sorte qu en la nouvelle position du sys-^ 
teme il n y ait rien de chang^ que la longueur / de la plus courte dis- 
tance; des lors la droite § ^tant pass^e en ^'^ aura une longueur G inter- 
ceptee par le parallelogramme O , et cette longueur G sera plus ou 
moins grande suivant la nouvelle position A,' en laquelle Taxe A| aura 
et6 transports ; et les deux surfaces finies $' et $', se mettront, en tour- 
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nant respectivement autour de Faxe A et de Taxe A^, successivernent en 
contact par des points z'j z'\ z'^^ cpii seront successivernent plac^ sur la 
portion de droite 6, et la longueur de cette droite G pourra etre consi- 
d^ree comme la mesure du trajet pendant lequel les surfaces finies 4>' et 
$[ pourront seconduire uniform^ment. 

De V execution micanique de Uengrenage extdriew^ et intdriew. 

fltant donn^ Faxe A et Faxe A|, leur plus courte distance /, et la droite 
K, concevons que la surface 2. s'^tant mue parallMement a elle-meme 
le long de la droite K, ait pris les positions 2, 1\ l'\ l'\ ^quidistantes 
entre elles ; la distance entre deux positions etant egale i A , et cette dis- 
tance h 6tant mesuree parallelement a la droite K. 

Le cercle G du rayon p aura sa circonf6rence 27rp egale k mh^ et 
nous supposerons que h soit tel que m se trouve un nombre entier. 

Cela pos^, chaque surface 2, 2', 2", 2**, engendrera une surface en- 
veloppe $, ^y $% ^'"y et Fon aura ainsi m surfaces enveloppes plac^es 
sur le pourtour du cercle C, et toutes ces surfaces seront angulairement 
^quidistantes. 

Le cercle G,. du rayon pi aura sa circonf^rence inp^ egale a mji^ et m^. 

sera un nombre entier, en admettant que ^ =: — % et que ce rapport 
-^ est un nombre commensurable. 

V 

Cela pos^, cbaque surface 2, 2', 2", 2* engendrera une surface en- 
veloppe $, , OJ^ $", <&*, et Ton aura ainsi m^ surfaces enveloppes $< pla- 
cees sur le pourtour du cercle C|, et toutes ces surfaces 0|, seront angu* 
lairement ^quidistantes. 

Et si nous admettons que le systeme etant en repos, les couples de 
surfaces $ et 0, , ^' et $|, 0" et 0" se trouvent en contact, il s'ensuivra 
qu en faisant mouvoir les axes A et A, avec les vitesses respectives v et v, 
les surfaces et 0|, 3>' et 0[, ^' et <&" se conduiront uniformement en res- 
tant en contact pendant un irajet plus ou moins long , et que lorsque $ 
et $1 se quitteront (imm^diatement apr^s, ou un peuapres, ou un pen 
avant, suivant la longueur du fro/'e^ pendant lequel et 0^ peuveiit etre 
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en contact), les surfaces ^ et 4>y se mettront en contact , et ainsi de suite. 

On voit done, ^videmment, que aous venons de constraire un v^ri* 
table engrenage compost de deux roues dent^es, et dans lequd les axes 
ne sont pas situ^s dans un meme plan. 

II sagit maintenant de realise r, de matMaliser en un mot, ces di^ 
verses conceptions theoriques. 

La surface $ ^tant Tenveloppe de la surface 1 , il faut transformer la 
surface 2 en un outil qui puisse dicouper sur le pourtour d'un tronc cj'^ 
lindrique un creux termini par cette surface 9. 

Or, lorsque la matidre est termin^e par une surface 2 , on ne consid^re 
qu une seule^ace de cette surface ; pour considerer Tautreyjice, il faut pren- 
dre Vempreinte de la matiereyhf onn^e suivant \a forme 2. Dans nos concep- 
tions geom^triques nous ne nous inquietons pas des deux faces d une sur- 
face, mais lorequ on veut mat^rialiserles iddes th^oriques^ il faut y avoir egard. 

Ainsi la surface 2 ^tant fix^e en une position particuliere sur la droite 
K, si nous menons deux plans paralleles entre eux, Tun U passant par 
Taxe A, et Fautre D| passant par Faxe A| , ces deux plans ^tant des 
lors paralleles k la droite K, la surface 9 sera Fenveloppe de la surface 
2 tourn^e vers le plan U, et la surface 9^ sera Fenveloppe de la surface 
de 2 tourn^ vers le plan U| . 

Des lors si nous engendrons la surface $ au moyen d un outil V ter- 
mini par la face convexe de 2, nous devrons engendrer la surface $| au 
moyen d an outil V ^ termini par la face conccwe de 2 ; en d'autres tarmes, 
Foutil V sera Y^preuve dont Foutil V| sera la contre-^prcwve, ou Foutil V 
sera le relief dont Foutil V, sera le creiu:. 

Cela dit, pour nous procurer les diverses surfaces 2, 2', 2', 2*^, pa- 
ralleles entre elles et ^cheionnees k des distances 6gales sur la droite R^ 
nous prendrons pour Youtil V une vis triangulaire, et pour Foutil V, 
F6crou de cette vis. 

Nous placerons Faxe de la vis V dans la direction de la droite R , ou , 
en d*autres termes , parallele k la droite R , et cette vis V taillera sur le 
pourtour de la rondelle cylindrique C , les diverses surfaces 9, $*, <S/\ 9". 
Ensuite nous placerons Faxe de F^crou dans la direction de la droite R, 
et cet ^crou V, taillera sur le pourtour de la rondelle cylindrique C, 
les diverses surfaces 0|, 0,, $'^, 9\. 

Et en effet, une vis se trouve compos^e d un certain nombre de spires 
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equidistantes enlre elles , la distance h eatre deux spires cons^cutives 
etant mesur^e piurallelement k Faxe de la vis ; de phis nous savons par 
la pratique des arts qu une vis triangulaire ^ant transform^e en karaud, 
ou onttl propre k taiUer au moyen d entailles faites sur les ^rfaces iofe- 
rieure et sup^rieure de chaque filet, taille parfaitement une rondelle 
cylindrique, et que c est par ce moyen que Ton coiKtruit Tengrenage 
connu sous le nom d'engrenage d vis sans fin. 

De plus, en remarquant le travail de la vis pendant qu'elle taille la 
rondelle, on s'assure facilement que lorsque la vis a ete enfonc^e dans 
la rondeUe k denter de toute la hauteur 21 du triangle g^n^rateur du filet 
de vis, la siuface $ obtenue sur la rondelle est touch^e par la surface 2, 
qui termine le filet de vis, scdvant des courhes qui vont en se rapprochant 
de Taxe A de la rondelle, k mesure que la vis toumant sur son axe, la 
spire 1 se rapproche de la droite / qui est la plus courte distance exis* 
tant entre Faxe A de la rondelle et Taxe de la vis. 

De plus, on sait que pour que la vis puisse tailler la rondelle, il nest 
pas n^cessaire cpie Faxe A de la rondelle et Faxe de la vis soient k angle 
droit; ces-deux axes penvent faire entre eux un angle aigu. Seulement 
il faudrait, par Fexp^ience, determiner la limite de Fan^^ aigu sous 
lequel la vis pourrait encore tailler avec £acilit6, car on sait tr^s-bien 
que lorsque Faxe de la vis est parallele k Faxe A de la rondelle , cette 
rondelle ne pent plus etre taiU^e par la vis. 

Bemarquons encore qu'un filet de vis est termine par deux surfaces , 
Fune dite superieure et Fautre inferieure. 

Si nous d^signonsla nappe superieure par ^ et la nappe inferieure par 
2, les diverses' spires j, j', j" donneront naissance sur la rondelle C aux 
surfaces envekuppes ^, $', <&", et les divei^s spires 2,2', 2" donneront 
naissance sur la meme rondelle G aux surfaces enveloppes FI , 11', 11''. 

De sorte que la vi» ^tast enfonc^e dans la rondelle C de toute la hau^ 
tear 2i deson triangle g^iMirateur, ou, en dautres tennes, de la saillie 21 
d^ filet, suivant que Fon fera toumer la vis de droite a gauche ou de 
gauche k droite, la rondelle dent^e G sera toujours c(Hiduite uniform^- 
ment ; seulement eUe toumera dans un sens , ou en sens contraire , suivant 
le sens de la potation imprim^e k la vis. 

Ainsi la rondelle G se trouve , par un moyen mecanique simple, trans- 
form^e en roue dentee ; et Fon sait qn'il faut , pour que la roue G porte m 
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dents, que le rayon de la rondeile, avant qu elle soit attaqu^e par la vis, 
soit egal k p -¥■ i^ 2np etant ^al k mh; m ^tant le Dombre des dents et 
li le pas An filet de la vis et 2t la profondeur de ce filet. 

Ainsi, taiUer et denter une roue au moyen d'une vis n^offre aucune 
difficult^; depuis longtemps les mecaniciens sa vent resoudre ce probleme* 

VoyoDS maintenant comment nous devrons nous servir de T^crou de 
la vis , pour tailler et denter la rondelle G, . 

T/axe de T^crou devra faire un angle droit, ou un angle plus ou moins 
aigu, avec Faxe A, de la rondeUe Cf. 

Si le diametre de C| est plus petit que le diametre de T^crou, on 
pourra loger la rondelle C^ dans Tinterieur de T^crou, et en la pressant 
successivement contre les filets de T^crou k mesure que, par le travail, 
ces filets auront entaill^ la surface ext^rieure de la rondelle et auront 
pen^tr^ dans Fint^rieur de cette rondelle, on arrivera facilement a 
tailler et a denter la roue G|. 

Mais si le diametre de la rondelle Cf est plus grand que le diametre 
de r^crou , alors il faudra ^vider la rondelle Cf et lui donner la forme 
d'un anneau ; ensuite envelopper cet anneau par T^crou , et en pressant 
1 ecrou contre la surface ext^rieure de cet anneau, on parviendra a 
tailler et a denter cette surface ext^rieure. 

il faudra ensuite monter Tanneau sur un axe A| pour former la roue 
dentee C|. 

Le rayon de la rondelle C| devra etre ^gal k p^ H- i, 2npi itant egal 
km^h; m^ 6tant le nombre de dents que la roue C, doit porter, h le 
pas Avi filet de I'^crou et 21 la profondeur de ce filet. 

Cbaque dent de la roue C^ sera termin^e a droite par une surface $«, 
et k gaucbe par une surface lli. La surface $1 sera Tenveloppe de la sur- 
face z terminant supirieurement le filet de F^crou , et la surface n< sera 
1 enveloppe de la surface 2 terminant infSrieurement le meme filet de 
Fecrou. II en sera de meme pour les dents obtenues par la rondelle C 
lorsqu on taille cette rondelle au moyen de la vis triangulaire, ainsi qu'il 
a ^t^ dit ci-dessus. 

L'ex6cution mecanique de Fidee que je viens de d^velopper, consti- 
tuera une machine nouvelle et destinee a tailler un engrenage ; Fune des 
roues ^tant dentee au moyen dune vis triangulaire, Fautre roue 6tant 
dentee au moyen de Fecrou de cette vis. 
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£lvidemiiient Tex^cution d une semblable machine est possible. 

Examinons maintenant comment on devra mettre en presence les 
roues G et C,, taill^es et dent^es au moyen de cette machine, pour 
former nn engrenage (i); 

L'axe de la vis pourra faire avec Taxe A de la rondelle k denter C un 
angle arbitraire a. Get angle une fois choisi , Taxe de Tecrou devra faire 
avec Taxe A, de la rondelle k denter G, un angle ^gal a (a — €), § etant 
Tangle que les deux axes A et A| devront faire entre eux. 

Ainsi les deux axes devant etre paralleles , Tangle S sera nul , et Taxe 
de T^rou devra faire avec Taxe A, le mSme angle a que Taxe de la vis 
fait avec Taxe A. 

U sera done facile de mettre en presence les roues G et G| , car il 
suffira de les monter Tune k c6t6 de Tautre , de maniere k ce que les 
axes A et A^ fassent entre eux Tangle voulu §, et puis de rapprocher 
les axes jusqua ce que les dents des deux roues se mettent en contact, 
et ce contact devra n^cessairement avoir lieu , puisque les conditions 
exprim^es ^ la fin du § i sont remplies , savoir, que les courbes des con- 
tacts successifs de la vis avec chacune des dents de la roue G se rappro- 
chent de Taxe A k mesure que la vis tourne, et que la meme chose a 
lieu 6videmment pour T^crou, puisque cela a lieu pour la vis. 

On pourra done construire un engrenage ext^rieur compose de deux 
roues dentees et aptes a Iransmettre le mouvement de rotation entre 
deux axes paralleles , ou entre deux axes faisant entre eux un angle S , 
lequel poura varier, depuis Tangle nul jusqu'k Tangle droit. 

On voit aussi qu'ayant construit une roue dent^e G , on pourra dis- 
poser autour de cette roue une suite de pignons G4, G^, G3, de rayons 
diff^rents, ou, en d'autres termes, portant un nombre different de 
dents, et ainsi Gi un nombre mi, Ga un nombre m^ , G3 un nombre m,, 
et telles que leurs axes A|^ A,, A3 ne soient pas situes dans un meme plan 
avec Taxe A de la roue centrale C, et telles encore que 

les axes A et A| fassent entre eux un angle S^ 

A et A9 S3 

A et A3 §8 

ces angles S,, S3, S3 ^tant ^gaux ou in^gaux entre eux. 

(i) £t remarquoDsquelescercles des rayons p et pi seront les cerclesprimitffsde l^engrenage. 

12 
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Si Ton coDsidere la roue centrale C ei deux pignoos C| et G a , il 
pourra arriver que les axes A| et A^ se coupent, mais Faxe A ne coupera 
ni Taxe A, ni Faxe A 3. 

Daos ce cas , on transmettrait le mouvement entre deux axes A, et A , 
qui se coupent , au moyen d'lme troisi^me roue G dopt Faxe A ne serait 
point situ^ dans un meme plan , soit avec Faxe A4, soit avec Faxe A,. 

Dans le syst^me particulier dengrenage qui nous occupe, on voit 
done que le mouvement de rotation entre deux axes paralleles, ou non 
situ^s dans un meme plan, peut etre obtenu an moyen de deux roues 
dent^es; que le mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent 
peut etre obtenu au moyen de trois roues dent^es,Fune d elles faisant 
Foffice de roue inlerm^diaire. 

Nous allons d^montrer maintenant que Fon peut obtenir la trans- 
mission du mouvement de rotation entre deux axes qui se coupent au 
moyen de deux roues dent^es seulement. 

Les engrenages construits au moyen dune vis triangulaire et de 
son ecrou, jouissent d'une propri^te remarquable et qui n^appartient 
qvCk eux. Gette propri^t^ consiste, en ce que, si Fon a dent^ ext^rieu- 
rement une roue M au moyen de F^crou (Faxe de F^crou ^tant dirige 
perpendiculairement a Faxe A de la roue M ) on peut , au moyen de la 
vis triangulaire, denter ext^rieurement, une roue M4 (Faxe de In vis etant 
perpendiculaire k Faxe A, de la roue M^) et que les roues M et M4, mises 
en presence , pourront etre plac^es Fune par rapport k Fautre de telle 
maniere que les axes A et A| soient paralleles, ou que ces axes A et A4 
fassent entre eux un angle que Fon peut faire varier de grandeur, ces 
axes A et A| 6tant d ailleurs , tonjours, situ^ dans un meme plan. 

Et en effet {Jig. 24), d^signons par B Faxe de la vis , et par V cette 
vis; si Fon fait tourner la vis V autour de son axe B, dans le sens indique 
par la fleche a^, les spires de la vis p^n^treront dans la rondelle M fix^e 
k Faxe A, et forceront cette rondelle M a tourner autour de son axe A 
et dans le sens indique par la fl^cbe a. 

Or une spire 1 de la vis V ^tant consider^e comme surface envelopp^e, 
donnera sur la rondelle M une surface enveloppe $, et les deux surfaces 
$ et 2 seront a chaque instant du mouvement ei> contact par ujne carac- 
tiristique |tx, et cette caracteristique [i changera de forme et de position 
k chaque instant du mouvement. 
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Mais si on laisse la vis V fixe et que i'on fasse toumer Taxe A dans un 
plan Z perpendiculaire k Faxe B de la vis, et que Ton suppose que Taxe A 
tourne dans un sens inverse de celui de la vis (et ainsi, comme Tindique 
la fleehe a,) le point o pied sur Faxe A de la plus courte distance ob 
existant entre les axes A et B, d^crira dans le plan Z un cercle & ayant 
pour rayon la plus courte distance 06, et ayant pour centre le point b 
pied sur Taxe B de cette plus courte distance. Des lors on voit que si , en 
meme temps que I'axe A est transport^ en A', on fait touruer laxe A' sur 
lui-mSme dans le sens indiqu^ par la fleche a, la surface $ prendra dans 
1 espace une position $' en laquelle elle se mettra en contact avec la spire 
1 rest^e immobile par une caract^ristique fx', qui ne sera autre que 
celle que Ton aurait obtenue si, ramenant Faxe A' en A, on faisait tourner 

la vis V autour de son axe B de Fangle o'bo et daus le sens indiqu6 par 
la flecbe a^. 

Par consequent, eil supposant que la rondelle M soit compl^tement 
taill^e par la vis V (les axes de la vis et de la rondelle 6tant pendant 
le travail de la taille en la position A et B) on pourra, la taille achev^e, 
faire tourner Faxe A de la rondelle M dans le plan Z et autour de la 
droite B coinme axe , et en meme temps faire tourner la rondelle autour 
de son axe A , et Faxe A ^tant arrive en A', la vis V conduira la roue de 
la itiSme maniere qu avant. U en sera de mSme pour la rondelle taillee 
par F^crou. 

Gela dit, quand on a une vis triangulaire, on pent concevoir deux 
cylindres concentriques et ayant pour base , Fun le cercle G , et Fautre 
le cercle Ci {Jig. 2S et 26); le cylindre a base G contient Fh^lice tran- 
cfaante , et le cylindre k base G4 contient Fh^lice en creux. 

Lorsque Fon emploie la vis comme outil taraudeur, le travail de la 
taille de la roue dent6e est termini lorsque la vis est enfonc^e a fond 
dans la rondelle M , et alors les dents de la rondelle M sont termin^es 
int^rieurement par une courbe en creux etexterieurement par une courbe 
tranchante. 

La courbe en creux de la rondelle M est produite par Fh^lice saillante 
de la vis, et la courbe tranchante de la rondelle M est produite par Fh^ 
lice en creux de la vis. 

Lorsque Fon taille ext^rieurement une rondelle M|, au moyen de 
F^crou, on trouve des r^sultats analogues ^ seulement il faut remarquer 

12« • 
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que I'helice en creux dans r^crou n est autre que rh^Iice saiUante dans la 
vis et reciproquement que rhelice saillante de F^crou n est autre que 
rhelice en creux de la vis. 

De sorte que {fig- 25) pour la rondelle M taillee par la vis, la courbe 
en creux C a un rayon plus grand que la courbe saillante C|, et {jig* 26) 
pour la rondelle M| taillee par Fecrou, la courbe en creux C,' a un 
rayon plus petit que la courbe saillante C^ 

Cela pos6, si i^fig. 27) on suppose les deux rondelles M et M, en pre- 
sence, la vis ayant taille la rondelle M sur une etendue mnm\ et Fecrou 
ayant taille la rondelle M4 sur une Etendue nmn'^^ on pourra incliner 
les axes A et A^ sous Fangle €, puisque les rondelles pourront se 
mettre en contact par un des points situ^ sur F^tendue representee 
par nm. 

Ainsi, la vis V sera en contact avec la surface $ de la rondelle M sui- 
vant une courbe |x qui sera situ^e sur Fetendue mm! de la spire 2 con- 
vexe ; Fecrou sera en contact avec la surface $« de la rondelle M4 , sui- 
vant une courbe 1x4 qui sera situ^e sur Fetendue nn' de la spire 2 concave; 
par consequent les deux courbes |x et [i^ auront un point commun z 
situe sur Fetendue nm' de la spire 2 ; et comme on a vu ci-des8us qu'il 
pouvait arriver que la courbe § , lieu des points des contacts successifs 
Zy z\ z'\ ne rencontrat pas la portion de surface enveloppe de lapor* 
tion de surface 2 qui remplit Foffice d'em^elopp^e y on voit que Fangle 
6 ne pent varier qu entre certaines limites que la pratique indiquera 
toujours- 

Ainsi il est bien demontre que deux roues dentees, Fune par une vis 
triangulaire et Fautre par Fecrou de cette vis, qui sont Foutil taraudeur 
etant place de manierc a ce que son axe soit perpendiculaire k celui de 
la rondelle k tailler, peuvent former k volonte un engrenage cylindrique 
on un engrenage conique, et que le point 5, en lequel les axes A et A4 
se coupent dans ce dernier cas (Jig. 27), pent varier de position, car il 
suffit de faire taurner Fune des roues autour de la position qu'occupait 
Faxe B de Foutil taraudeur; mais Faxe A«.ne pourra jamais tourner au- 
tour de Faxe B que d un angle assez petit , car si cet angle etait un peu 
grand, les surfaces $ et $4 des dents en presence ne pourraient plus 
se mettre en contact. 

Ainsi, lorsqiie les axes {fig. 28) A et A, sont paralleles, la vis dont 
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Vaxe B est perpendiculaire k VsQie A taille la rondelle cyHndrique M en» 
s enfoD9ant successivement dans le sens indique par la flecfae a, cest*a- 
dire perpendiculairement ^ Faxe A, ou normalement a la surface cy- 
Undrique qui termine la rondelle M; de meme r(^crou, dont Taxe B 
est perpendiculaire k Taxe A^, taille la rondelle cylindrique M|. en s'en- 
fon9ant successivement dansle sens indique par la fleche a^^ cest-^'-dire 
perpendiculairement a Faxe A|. ou normalement k la surface cylindrique 
qui termine la rondelle M, . 

Mais lorsqu on voudra ex^cuter un engrenage conique dont les axes 
A et A 3 seront tels qu ils comprennent entre eux un angle S assez grand , 
on devra prendre une rondelle coniqpe M,, et enfoncer 1st vis contre 
cette rondelle, non perpendiculairement k Faxe A,, mais dans le sens indi-^ 
que par la fleche a, c est-^*dire normalement k la surface conique qui 
termine la rondelle M, ; et alors on voit, pap la^^. 28, que les surfaces ^ 
et $1, obtenues pour les dents des roues M et M4, se conduiront , les axes 
A et A| ^tant paralleles, et que les surfaces et $3, obtenues pour les 
dents des roues M et M, , se conduiront aussi, les axes A et Ajse cou- 
pant sous un angle donn^ S qui pourra etre plus ou moins aigu , qui 
pourra m£me etre ^gal k un angle droit. 

£videmment il en sera de meme pour Fengrenage destine a trans- 
mettre le mouvement de rotation entre deux axes A et A, non situ^s 
dans un m£me plan. Et des lors on voit que les deux roues dent^es , 
destinies a former ce dernier engrenage, 6tant mises en presence , on 
pent, Fune restantfixe, faire toumer Fautre autour de la position quoc- 
cupait Faxe B de son outil taraudeur et faire varier ainsi (entre certaines 
limites toutefois) Fangle que les axes A et A« font entre eux et de plus 
la grandeur de leur plus courte distance. 

Ces propriet^s remavquables , dont jouissent seuls les engrenages que 
je viens de d^crire et dont ils peuvent seuls jouir, puisque ces propriet^s 
dependent essentiellement de la forme toute sp^ciale de Fenvelopp^e 1 , 
doivent, il me semble, rendre ces nouveaux engrenages de precision 
tres-utiles dans la pratique des arts m^caniques et les faire prcf^rer aux 
engrenages de Withe. 

L engrenage extirieur ^tant suffisamment decrit par ce qui precede , 
oc€upons-nous de la construction de Fengrenage int&ieur. 

A la premiere vue, on serait port6 a croire que Fengrenage int^ieur 



(94) 
doit etre constrait par les mdmes proc^d^s m^caniques que ceux au 
moyen desqaels Fengrenage extiriewr a et^ obtenu , et qu ainsi il suflfira 
de denter la surface int^rienre de ranneau au inoyeu de F^crou , aiusi 
qu on avait deut^ sa surface ext^rieure , lorsqu on voulait obtenir Fen- 
grenage ext^rieur. 

Mais avec un peu de r^exion , on est promptement anient k recon- 
naitre que F^rou , dans ce cas, ne pourrait tailler des dents, car k me- 
sure qu il travaillerait et quon Fenfoncerait dansFanneau, il d^truirait 
le travail precedent , et , en definitive , on n obtiendrait qu une surface 
cylindrique concave et non une suite de dents. 

Un exemple tres-sitnple peut faire concevoir qu'il doit , en effet , en 
etre ainsi. 

Supposons que Fon veuille construire en relief deux surfaces cylindri-* 
ques, Fune convexe et Fautre concave. On pourra toujours consid^rer la 
surface convexe comme Fenveloppe d'un outil pbm d une largeur arb i- 
traire ; mais la surface concave ne pourra 6tre consid^r^e que comme 
Fenveloppe d'un outil plan d'une largeur infiniment petite , en d'autres 
termes , que comme ^tant engendr^e par une ligne droite. De sorte que 
si par hasard la surface concave ne peut pas Stre engendr^e m6canique- 
ment par une ligne droite, et que Fon ne puisse employer comme outil 
quun plan dune largeur donn<ie, il faudra, pour obtenir cette surface 
concave , construire la surface convexe et prendre la contre-ipreuve de 
cette surface convexe pour obtenir la surface concave deitiand^e. 

Tel est, en effet, le moyen qu'il faudra employer poUr obtenir Fen- 
grenage intirieur destin^ k transmettre le mouvement de rotation entre 
deux axes non situ^s dans un mSme plan , du moment que vous voulez 
employer comme outik une vis triangulaire et son ecrou. 

Il est Evident que si F^crou on la vis , en travaillant la surface int^- 
rieure d un anneau , pouvait denter cette surface , la forme de la surface 
de la dent obtenue serait la face concave de la surface 0| ou $, dont 
on obtient la surface convexe en dentant la surface ext^rieure du mSme 
anneau au moyen de F^crou ou de la vis. 

On devra done, pour construire Fengrenage int^rieur, employer le 
proc^e suivant : 

1^. Denter la surface ext^rieure de la petite roue int^rieure G au 
moyen de la vis; puis denter la surface at^rieure de la roue C4 au 
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moyen de T^crou, tout comme si ion voulait ex^cuter un engrenage 
ext^rieur ; et enfin prendre la contre^^preuve C ^ de la roue G| ; retoumer 
sens dessus dessous la roue C 3 et la presenter k la roue G ; 

2^ Ou denter la surface ext^rieure de la petite roue int^rieure C au 
moyen de T^crou; puis denter la surface ext^rieure de la roue C| au 
moyen de la vis; prendre la conh^e^preuve C 2 de la roue C, ; retourner 
sens dessus dessous la roue C, et la presenter a la roue C. 

Expliquons maintenant, de peur de quelque confusion, ce que nous 
entendons par retoumer sens dessus dessous la roue C,, et pourquoi il faut 
faire cette operation du retoumement pour que les roues Cj et C puis- 
sent Stre mises en pr<isence, ou, en dautres termes, pour que ces deux 
roues puissent se mettre en contact. 

Plagons (Jig. a 3) la vis V dans Tint^rieur du cercle C, , son axe Z fai- 
sant avec Faxe A, du cercle C| un angle quelconque a. La vis V ex^cutera 
id^alementxme surface $|, fix^e au cercle C,. Menons un plan Y tangent 
au cercle G| et parall^le aux axes A| et Z, et tra9ons dans ce plan Y 
tangent en a au cercle G, une droite xy tangenfe en a k ce cercle G, ; 
puis faisons toumer le cercle G| autour de la droite xy comme axe de 
rotation pour le placer en G^; le cercle C| ay ant tourn^ dun angle ^gal 
k deux angles droits pour prendre la position G^. I^a vis V executera 
id^alement une surface $, Sx6e au cercle G 3 , et il est Evident que les 
deux surfaces *» et $3 seront telles qiie la surface 0| viendra se sup^r- 
poser sur la surface $3, lorsqu*on la fera toumer autour de laxe xj, en 
meme temps que Ton retoume le cerdie G«, pour le superposer sur le 
cercle G3. Or la surface $3 pent s^ex^cuter riellement au moyen de la 
vis V, tandis que la surface 4>,, quoique existant id^alement, ne peut pas 
etre obtenue en relief par le travail de la vis V. 

La surface $3 est convexe ; si la surface $1 pouvait etre obtenue r^el- 
lement, elle serait concave; il faut done ^videmment prendre la contre- 
epreuve de la roue G3 dent^e ext^rienrement , et la retourner pour 
mettre cette contre-^preuve en la position G,, et obtenir ainsi , en relief 
le travail id^al de la vis V. 

Dans tons les engrenages il faut que les dents de cfaaque roue soient 
circulairement ^quidistantes. Chi est done oblig^ d avoir recours k une 
machine a diviser, machine qui sert k partager un cercle en un nombre 
donn^ de parties ^gales. 
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Dans Feogreuage decrit dans ce cfaapitre , on n*a pas besoin d'avoir 
recours k une machine a diviser, paree que la vis et son ^crou servent en 
meme temps et de machine d, diviscr, espa9ant 6galement les dents entre 
elles , et de hache donnant a chaque dent la forme convenable. 

Des engrenages a cremaUlere. 

Si apres avoir dent^ une roue C au m'oyen d'une vis V, on suppose 
que la vis V tourne sur son axe B , elle entrainera la roue dent^e C et 
la forcera a toumer autour de son axe A; alors on aura Fengrenage dit 
a vis sans Jin. 

Mais si Ton suppose que c est la roue C qui tourne autour de son 
axe A, elle entrainera la vis V et la fera marcher le long de son axe B, 
sans pouvoir la fairc toumer autour de cet axe B. On aura des lors un 
engrenage qui devra prendre le nom d*engrenage a crimailUre. 

La crimaillire sera droite ou oblique suivant que Faxe B de la vis V 
fera un angle droit ou un angle aigu avec Faxe A de la roue C. 

Ge qui vient detre dit par rapport a la vis V pourra, ^videmment, 
etre dit par rapport k son 6crou V. 

On voit done que Fon pourra construire deux especes d engrenages 
a cr^maillere , soit droite , soit oblique : dans Fune la cr^maillere sera 
une portion longitudinale de vis, dans Fautre elle sera une portion lon- 
gitiidinale d'^crou. 

En resume , on voit que Fon pent au moyen d une vis et d un ^crou 
tailler deux roues qui, mises en presence, donneront : 

1^. Un engrenage cylindrique (les deux axes ^tant paralleles); 

2^. Un engrenage conique (les deux axes se coupant sous un angle 
aigu ou sous un angle droit) ; 

3^. Un engrenage hyperboloi'dique (les deux axes n'^tant pas situ^s 
dans un meme plan, et faisant entre eux un angle aigu plus ou moins 
grand, et meme faisant entre eux un angle droit); 

4^. Un engrenage k cremaillere droite ou oblique; 

5®. Un engrenage k vis sans fin ou k ^crou sans fin. 

On voit encore qu une roue C taillee par F^crou^ pourra conduire en 
meme temps : 

i^, Une roue C, dont Faxe A, sera parallele k Faxe A de la roue G ; 
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2^. Une roue Ga dont Faxe A 3 coupera Faxe sous un angle aigu plus 
ou moins grand et mdme sous un angle droit. 

3^. Une roue C, dont Faxe A, ne sera pas situ^ dans un meme plan 
avec Faxe A, et fera avee lui un angle aigu plus ou moins grand, et meme 
un angle droit. 

Ainsi par ce systeme on pent transmettre le mouvement de rotation 
d'un axe A k autant d axes A^ A^ , A, , A4 , ..., que Fon voudra , et quelle 
que soit la direction (dans Fespace) de chacun d eux par rapport a cet 
axe central A. 

S vi. 

De la nature giomiirique du frotternent. 

Dans Fengrenage que nous venous de d^crire , les dents sont deux a 
deux en contact par un seul point. Aussi cet engrenage ne peut*il etre 
consider^ que comme un engrenage de precision et non deforce. 

Le frottement developp^ par le travail de Fengrenage sera un JroUe- 
ment de glissement angulaire, lorsque les axes A et A, ne seront pas situds 
dans un m6me plan, et feront entre eux un angle S plus ou moins aigu, 
et uuJroUement de glissement direct lorsque les axes A et A| seront pa- 
ralleles ou se couperont sous un angle 6 aigu ou droit ; en d'autres termes, 
lorsque ces deux axes seront situ^s dans un meme plan. 

Et, en effet, nous avons vu pr^cedemment que les deux surfaces $ 
et $4 qui terminent, la premiere la dent de la roue C fix^e a Faxe A, et la 
seconde la dent de la roue C, fix^e k Faxe A,, se mettaient successive- 
ment en contact par des points z, z', z", z"' situ^s sur une courbe §. 

Nous avons vu que ces contacts successifs arrivaient pendant que les 
surfaces $ et ^^ tournaient respectivement autour des axes A et A^ , la 
premiere avec la vitesse angulaire v , et la seconde avec la vitesse angu- 
laire v,. On voit done que pendant que la surface $ se mouvra, la 
courbe | la percera en des points n, n\ n", n**, qui d^termineront sur 
cette surface $ une courbe f,et que de meme pendant que la surface $, 
se mouvra, la meme courbe | la percera en des points n^^n^^ n7, n7, qui 
determineront sur cette surface *< une courbe 9,. 

Or il est evident que les courbes 9 et 9, , en toumant respectivement 

i3 
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avec les vitesses angulaires respectives v et v^ autour des axes A et A, , 
se mettront en contact par les divers points z, z'^ z", z"", situ^s sur la 
courbe ^. Par consequent, si Ton suppose que les surfaces ^ et ^i n exis- 
tent plus, ou mieux, se r^duisent k ces courbes f et ^ «, la titmsmission 
de mouvement entre les axes A et A| s op^rera par ces courbes (p et ^, de 
la rnSme maniere quelle sop^rait par les surfaces et 4>|, et le frotte- 
ment ne sera autre que celui qui se d^veloppera pendant que les courbes 
f et f 4 se conduiront uniform^ment. 

Gela pose, lorsque deux courbes (p et y, se meuvent dans Fespace 
en tournant respectivement autour de deux axes A et A4 et avec des 
vitesses respectives v et V| et en se mettant successivement en contact, 
le frottement pent etre de roulement ou de glissement. 

he frottement sera de roulement, si de chaque point z de contact 
abaissant des perpendiculaires r sur Faxe A et r, sur Taxe A|, on a 
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et, par consequent, si tons les points des contacts successifs z, z\ z'\ 
ou , en d'autres termes, si la courbe § , lieu giom&rique des contacts , est 
situee sur rfayperbolo'ide k une nappe dont tons les points sont distants 
des deux axes A et A, dans un rapport inverse de celui des vitesses de 
ces axes (1). Or la courbe § ne sera pas situee sur cet hyperboloide, 
et cela sera Evident si nous d^montrons que cela n a pas lieu loi'sque la 
surface 2 est un plan P. 

Et en effet, il est Evident que la droite N, perpendiculaire a Tenve- 
lopp^e plane P, et que nous avons trouvee etre le lieu des points des 
contacts successifs des surfaces heliqoi'des developpables 4> et $«, n'a pas 
ses points satisfaisant k la condition pos^e ci-dessus , savoir : 
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(1) Voir les Memoires sur les engrenages de fVithe^ que j'ai publics dans le Journal 
de Mathematiques pares et appUquees , redige par M. Liouville, tome IV, p. 281 
et 3o4, et tome V, p. i^S. 
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Le frotlement de notre engrenage sera done de glissement, 

De plus ce frottement sera angulaire ou direct y suivant que les axes A 
et A, ne seront pas situ^s ou seront situ^s dans un meme plan. 

Et, en effet, les deux courbes (f et ^ , pourront, k chaque point de 
contact , avoir en ce point de contact meme tangente, ou des tangentes 
qui se croisent en ce point: dans le premier cas, le frottement est dit 
direct y dans le deuxieme cas, le frottement est dit angulaire (i). 

Or il est Evident (en vertu de ce qui a 6ti dit sur rh^li^oide d6ve- 
loppable enveloppe de la surface parcourue par un plan se mouvant 
autour d'un axe) que les courbes y et qp, se croiseront a chaque point 
de contact, ou, en d autres termes, que le croisement de leurs ^l^ments 
rectilignes aura lieu dans le cas oil la surface 1 sera un plan P, les axes A 
et A I faisant entre eux un angle S. II est aussi Evident que le croisement 
des ^yments rectilignes de ces courbes aura encore lieu lorsque les axes 
A et A, seront situ^s dans un meme plan,*parce que les b^li9oides d^- 
veloppables, enveloppes de lespace parcouru par le plan P tournant, 
soit autour de Taxe A, soit autour de Faxe A, , ne seront en contact que 
par un seul point, que les axes A et A| soient situes ou non dans un mSme 
plan; a moins que le plan P ne soit dirigd perpendiculairement k un plan 
parallele aux deux axes A et A|, auquel cas les hdi^oi'des developpables 
sont en contact par une portion de droite. 

Ce qui a lieu lorsque Xenveloppie 2 est un plan , aura aussi necessaire- 
ment lieu lorsque cette erweloppie sera une surface h^li^oide gauche, 
surface de filet de vis ou d'ecrou, triangulaire. 

(Dans le chapitre suivant, § IV, nous reviendrons sur ce sujet, et 
nous entrerons dans tons les d^veloppement^ n^cessaires.) 



( I ) Voir la Note publiee par M. Hachette ^ la fin du chapitre sur les engrenages, dans 
la demi^re edition de son Traite sur les Machines, Cette Note est extraite d'un Memoire 
que j'ai public en 1827, et qui avait pour titre : De la nature giomitrique dufrottement 
qui peut exister entre deux courbes et deux surfaces en contact. 
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CHAPITRE IV. 

Th^orie g^omitrique des engrenages a frottement de 

roulement. 

Pendant longtemps on a cm que Ton ne pouvait pas construire un 
engrenage dans lequel le frottement fftt de roulement^ en meme temps 
que le rapport des vitesses des axes ^tait constant. Le Memoire public 
par Euler, dans lequel il avait d^montr^ que , pour tes engrenages cy- 
Itndriques , le frottement est toujours de glissement lorsque le rapport 
des vitesses des axes est constant, avait contribu^ k maintenir cette er* 
reur; el; cela parce qu on n avait pas vu qu'Euler ^tablissait, par le fait, 
la condition que le point de contact des deux courbes qui se condui- 
saient ne sortait pas du plan de ces courbes; et qu il pouvait bien arriver 
quen prenant deux courbes k double courbur6, leur point de contact 
se mouvant des lors dans lespace, le frottement de glissement se trouvat 
transform^ en frottement de roulement ^ en assujettissant le point de con- 
tact k parcourir dans Tespace une certaine ligne courbe ou droite. 

Les engrenages cylindriques et coniques k frottement de roulement 
ont ^t^ executes pour la premiere fois par Withe; ces engrenages sont 
des engrenages de precision, parce que deux dents en prise ne se touchent 
que par un point. 

On ne peut pas construire d'engrenages deforce pour lesquels le 
frottement soit de roulement. 

Nous allons developper les principes sur lesquels repose la tb^orie 
des engrenages de cette espece. 

SI- 

Concevons deux axes A et A4 ayant dans Tespace et Tun par rapport 
k Tautre une position arbitraire ; ainsi : 

i^. Ces deux axes pourront etre paralleles; 

2^. Us pourront se couper en comprenant entre eux un angle aigu 
ou droit ', 
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3^. Us pourront netre point situ^s dans un meme plan, et faire 
entre eux un angle variant depuis Tangle nul jusqu'^ Tangle droit. 

Concevons une surface $ fix^e k Taxe A et une surface 0, fix^e k Taxe A , . 

Designons par v la vitesse angulaire de Taxe A , et par v, la vitesse 
angulaire de Taxe A| ; 

Et supposons que ^ et $< toument autonr de leur axe respectif , de 
telle sorte que Ton ait 



V 

— = constante. 



Pla^onssur la surface une courbe 6, et sur la surface $< une courbe S^} 
les deux courbes S et S| toui*neront respectivement autour des axes A et A, 
pendant que les surfaces $ et 0^ tourneront autour de ces memes axes. 

Chaque point x de la courbe S d^crira un cercle G dont le plan P 
sera perpendiculaire k Taxe A , dont le rayon sera la perpendiculaire p 
abaiss^e du point x sur Taxe A, et dont le centre sera le point o en lequel 
le plan P coupe Taxe A. 

De meme , chaque point x^ de la courbe §« decrira un cercle Gf dont le 
rayon p^ sera la perpendiculaire abaiss^e du point .r, sur Taxe A| et 
dont le centre sera le point 04 en lequel Taxe A| est coupe par le plan 
Pi sur lequel se trouvetrac6 le cercle G,. 

Si les deux cercles G et G4 out un point commun j, les deux points 
X et X , passeront par le point j, pendant leur mouvement de rota- 
tion ; et ces deux points x et x^ passeront en meme temps par ce point Vy 

si les arcs qui sur les cercles G et C^ mesurent les angles yox et yo^x^ 
sont egaux en longueur. 

Or chacun des points x de la courbe § arrivant ainsi k se snperposer 
avec son homologue x^ situ^ sur la courbe §«, le lieu des points y de 
superposition sera une certaine courbe 7. 

Goncevons sur la surface une suite de courbes S, §', S%... , et sur la 
surface $^ une suite de courbes S,, §,', S%*m telles que les courbes 
6 et §1, §' et SJ , 6" et S" soient homologues, et qu ainsi, en toumant au- 
tour des axes A et A,, en meme temps que les surfaces et $<, les points 
faomologues de S et S j viennent se superposer sur les points d une courbe 
7', que ceux de la courbe S" et §" viennent se superposer ^ur une courbe 
Yj et ainsi de suite. 
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Aiors on pourra dire que les deux surfaces $ et $| roulent Tune sur 
Tautre. 

Et en effet, si deux courbes § et S^ ont leurs points homologues x 
et Xf qui ne se superposent pendant le mouvement de rotation que sur 
le point y de la courbe y , et que ces points se quittent aussitdt apres 
leur superposition , le mouvement de rotation continuant, il est Evident 
qu un point de la courbe § ne se superposera pendant le mouvement 
de rotation quavec un seul point de la courbe 6,. C'est cette maniere 
de se comporter des deux courbes S et §, que nous d^signons par 
roulemeni; mais si un point de la courbe § se met en contact avec plu- 
sieurs points successifs de la courbe €,, pendant le mouvement de rota- 
tion, alors nous d^signons cette maniere de se comporter des deux 
courbes § et §,, par glissement 

Ainsi , dans le premier cas , nous dirons que les deux courbes roulent 
Tune sur lautre et qu il se d^veloppe (pendant le moavement de rota- 
tion autour des axes) entre les deux courbes, unjrottement de roulemenL 

Ainsi , dans le second cas , nous dirons que les deux courbes glissent 
I une sur Fautre, et quil se d^veloppe (pendant le mouvement de rota- 
tion autour des axes), entre les deux courbes, un frottement de glissement. 

On voit que dans le premier cas le lieu des superpositions des points 
homologues x et x^ qui appartiennent aux courbes homologues S et S^ 
sera une courbe y, et ne pourra ^tre quuae courbe; mais que^ dans le 
second cas, le point x de la courbe § glissant sur un ^l^ment de la 
courbe §| , le Heu des superpositions sera un ^l^ment superficiel 6 , et 
non plus une courbe y. 

D apres ce qui precede, on devra dire que les deux surfaces $ et $| 
roulent Tune sur Fautre lorsque , pour chaque couple de courbes S etS^^ 
6' et §',, §" et S][> il y aura roulemeni; et on devra dire que les deux sur- 
faces $ et $4 glissent Fune sur Fautre lorsque pour chaque couple de 
courbes § et S, , S' et §,', §" et €" , il y aura glissement. 

Les deux surfaces $ et $| tournent respectivement autour des axes A 
et A, , la premiere avec une vitesse angulaire v^ la seconde avec une vitesse 
angulaire u^ . II faudra done, le point x se mou vant sur le cercle C, et le point 

homologue x^ se mou vant sur le cercle G«, que Fon ait -^ =: -^ lorsque 

les courbes 6 et 6, roulent Fune sur Fautre. Et cela devra avoir lieu pour 
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les rayons des cercles homologiies d^crits par tous les points bomolo- 
gues de chaque couple de courbes g et S,, S' et S[, 6" et 6"; des lors les 
courbes y, y', y", lieux des superpositions des points homologues des 
couples § et S,, S' et 6',, 6" et §'[^ formeront une surface 1 telle que si 
de chacun de ses points y on abaisse des perpendiculaires p sur Taxe A 
et Pi sur Taxe A,, on aura 

^ Vr 

Pi ~" V* 

Si maintenant on fait tourner la surface 1 autour de Taxe A , elle en- 
gendrera la surface enveloppe $ , et en faisant tourner la meme surface 
autour de Taxe A|^ elle engendrera la surfaces enveloppe $4. 

Les deux surfaces $ et $1 seront deux surface de revolution ayant 
pour axe de rotation, la premiere Taxe A et la seconde laxe A^. 

Ceci nous d^montre que Ton ne pent pas construire un engrenage k 
frottement de roulement dont les dents soient termin^es par des surfaces 
se mettant en contact par une tigne, puisque Ton ne trouve qu'une seule 
dent $ fix^e a laxe A, et une seule dent 9^ fix^e k Taxe A|. 

On doit done , pour les engrenages k frottement de roulement, ne pas 
consid^rer une dent conune ^tant termin^e par une surface enveloppe , 
mais comme etant seulement une courbe. 

Et en effet , si sur la surface 2 nous prenons une courbe 7, que nous 
fassions tourner 7 autour de Faxe A , nous aurons une surface de revo- 
lution A; en faisant tourner 7 autour de Taxe A|, nous aurons une sur- 
face de revolution A« : ces deux surfaces A et A| se toucberont ou se 
couperont suivant la courbe 7. 

Si sur la surface A nous tra9ons une suite de courbes S, €\ S'\ en fai* 
sant tourner A et A,, les courbes S, S\ S'^ laisseront sur A« pour em- 
preintes des courbes 6| , S|, S", et telles que § et S,, §' et S,', 6" et €" se 
conduiront respectivement avec un frottement de roulement ^ leurs points 
bomologues venant se superposer sur la courbe 7. 

De sorte que les courbes S, S', §" formeront les dents de la roue A, 
et que les courbes §1, g',, §1 formeront les dents de la roue A« , et le lieu 
des points de contacts successifs sera la courbe 7. Mais ces courbes § 
et S4 echapperaient Tune k Fautre, k la fa9on de deux courbes en contact, 
si la resistance fixee k Taxe A excedait la valeur du frottement de roule- 
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meat; il faut done habiller les courbes S et §4, et pour cela on fera glisser 
]e long de S une courbe & qui engendrera une surface canal B; on fera 
glisser une courbe (f, le long de §<, et Ton engendrera une surface ca- 
nal B,9 el Ton placera les courbes ^ et &^ par rapport aux courbes S 
et S|, de maniere a ce que les surfaces B et B| puissent avoir un plan 
tangent commun an point y situe sur la courbe y, les courbes € et € « 
passant par ce point j; et de maniere aussi qu\en faisant toumer B et 
B, autour des axes A et A^, ces surfaces aient nieme plan tangent aux di- 
vers points y\ y*\ y" de la courbe y, points en lesquels viennent suc- 
cessivement passer, et en mSme temps, les courbes Set §«, en vertu du 
mouvement de rotation. 

Les surfaces B, B^ B'' formeront les dents de la roue A, et les surfaces 
B|, B,', B*! formeront les dents de la roue A,. Chaque couple de dents en 
presence B et B, rouleront Fun sur lautre, en se mettant successive- 
ment en contact par un seul point, et le point de contact parcourra la 
courbe y, pendant le mouvement de rotation. 

D apres ce qui pr^ede , on voit que th^oriquement on peut construire 
une infinite dengrenages, soit cylindriques, soit coniques, soit hyper" 
boloidiques. 

Et en effet, A et A, 6tant donnas de position dans Tespace, on cons- 
truira la surface 2, lieu des points dont le rapport des distances aux 
^xes est inverse de celui des vitesses de ces axes. 

Cela fait, on pourra prendre sur 2 une courbe quelconque 7, et cette 
courbe engendrera parson mouvement de rotation, i^ autour de Taxe 
A la surface A; 2^ autour de Taxe A4 la surface A|. 

Sur la surface A on pourra tracer une courbe quelconque 6 qui don- 
-nera pour homologue sur la suiface A| une courbe 6«. On pourra ensuite 
^ngendrer les surfaces-canaux B et B, au moyen des courbes & et (^, qui 
peuvent etre arbitraires Tune et Tautre; seulement ces courbes ^ et ^^ 
.devront satisfaire a la condition suivante ; 

Pour chaque point y de 7, en lequel les courbes S et €< se croisent, 
on eonstruira les tangentes 5 a S etQ^ ^ €| , et au point y on menera une 
droite N perpendiculaire au plan T determine par les droites Q et 64. 

Les courbes & etcJ, devront avoir au point y la droite N pour normale 
commune , les courbes >& et ^^ itant plac^es Tune k droite et Tautre k 
gauche du plan T. 
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Et cette condition se trouvant satisfaite pour chacun des points j^j'", 
y ", de la courbe y, k mesure qu'en vertu du mouvement de rotation les 
deux courbes S et S^ viendront successivement se croiser en ces points 
y\ y'\y'^i on sera assure que les surfaces-canaux B et B< se mettront suc- 
cessivement en contact en ces divers points/, y\ J%y '% ^^ sans se pe- 
netrer; ces surfaces-canaux seroat en contact, parce que, en ces divers 
points J, y\ y '\ y **, elles auront, par construction , mfime plan tangent ; et 
ces surfaces ne se p^n^treront pas, car si par le point j on mene un plan 
secant Q, et de direction arbitraire, il coupera la surface B suivant une 
courbe D, la surface B| suivant une courbe D^ , le plan tangent T suivant 
une droite ^, et quil est Evident que les courbes D et D< auront meme 
tangente i au point j, et seront placees Tune k droite et Tautre k gauche 
de cette tangente t 

En pratique on devra cboisir pour y une ligne simple, et comme 
ainsi que nous le demontrerons ci-apr^s^ § II : i^ La surface 1 est un 
cylindre lorsque les axes A et A, sont paralleles, ce cylindre 2 ayant 
ses generatrices paralleles aux axes A et A| ; 2** cette surface 1 est un 
c6ne lorsque ces axes A et A| se coupent, et ce c6ne 1 a son sommet 
au point de rencontre des axes; et 3® cette surface 2 est une hyper-- 
bob'tde k une nappe et k trois axes inegaux lorsque les axes A et Ai ne 
sont pas situes dans un meme plan et que leurs vitesses v et v^ sont ine- 
gales, et cette surface 1 devient un paraboloide hyperbolique lors- 
que les axes n'^tant pas situes dans un meme plan , leurs vitesses sont 
^gales, on voit que Ton pourra toujours prendre pour y une ligne 
droite. 

On aura done pour A et A^ des surfaces de revolution qui seront : 

i"*. Deux cylindres, lorsque les axes A et A^ seront paralleles; 

2®. Deux c6nes , lorsque les axes A et A, se couperont; 

3*. Deux hyperbolo'ides k une nappe, lorsque les axes A et A, ne se- 
ront pas situes dans un meme plan. 

Dans \a pratique on devra prendre pour la courbe 6 une ligne 
simple, et qui donne aussi une ligne simple pour la courbe homo- 
logue §«. 

Or, sur un cylindre, un cdne et un hyperboloide k une nappe (ces sur- 
faces etant de revolution), il est facile de tracer m^caniquement la courbe 
k laquelle nous avons donne le nom de developpante cylindriquCy ou co- 
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nique, ou hyperboldidique , suivant qu'elle est trac6e sur un cyUndre, ou 
un corWy ou un hyperbotdide k une nappe (i). 

Toute la difficult^ m^canique consistera k donner k Voutil*burin, dont 
un point d^crira la d^bpparUe, la forme &; et de faire marcher ce 
burin en Finclinant plus ou moins, de mani^re k ce que la condition k 
laquelle les deux surfaces 6 et B| doivent satisfaire se trouve en effet 
satisfaite, et que les dents 6 et B|, i^tant mises en presence, puissent d^ 
lors se toucher par un point et continuer k se toucher par un point pen- 
dant le mouvement de rotation des axes (2). 

II sera n^cessaire d employer une machine k diviser pour Tex^cution 
de ces sortes dengrenages, car les courbes S,S\ S" trac6es sur la sur- 
face A devront , dans la prcOique, etre des d^veloppantes k double cour- 
bure, angulairement ^quidistantes. Une roue cylindrique ne pourracon- 
duire qu'une roue cylindrique. U en sera de mgme pour les roues coniques 
et les roues hyperboldidiques; ainsi , une roue conique ne pourra conduire 
qu'une roue conique, et une roue hyperboldidique ne pomTa aussi con- 
duire qu une roue hyperboldidique. 
Dans ces sortes d'engrenages , une roue qui portera n dents pourra 

conduire une roue portant n^ dents, le rapport — etant ^gal au rapport 
inverse -^ des vitesses des axes, et cela quoique la surface 2 change.de 

Aft 

forme et de position en mSme temps que Ton fait varier le rapport — des 

vitesses des axes. 

Comparons entre eux les engrenages de precision a frottement de 
roulement avec les engrenages de precision k frottement de glissement, 
nous aurons le tableau suivant : 



(i) f^oir ce que nous avons dit sur ces courbes , page 47) Ghapitre III. 
(n) Fbir les troia Memoires que j'ai publics dans les tomes IV et V <lu Journal de Ma- 
thematiques pares et appliguees, sur les engrenages de Withe. 
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ENGRENAGES DE PK^OSION. 



Deux dents en presence vliUml en contact que par un seul point 



sKGftEKAoift A wBxymmtn vb EomJsiivNT. 



Engrenages cyiiMdriques H coniques in- 
ifent^s par Withe; engrenage hjrperbo- 
loi'dique inventS parTu. Ouvima. 



I®. L'emploi d'une machine k diiviser est 
indispensable; 

a®. X3ne roue cylindrique ne pent con- 
duire qn'une roue cfHndrique ; il en est de 
mixne pour les roues coniques et kjrperko^ 
hidiques; 

3*>. Une roue portant n dents peut con- 
duire une roue portant /Sx ou n, ou /13 dents; 



reouation — = -^ devant ^tre satisfaite , 

^ Fit V 

si Ton suppose que v reste constant , la sur- 
fooe 2 changes de forme , U est vrai , lors- 
que Von fera varier v,. 

4*'. La position des axes est invariable, 
car il faut pour que les deux dents B et B, 
(en presence) puissent se conduire, que les 
Gourbes 6 et 6, par lesquelles ces dents rou- 
lent Tune sur l*autre, puissent k chaque 
instant du mouvement de rotation avoir un 
point commun. 

5*>. L'engrenage est Ji 7v0«r, c'€at44ire 
que la roue qui conduit peut toumer k 
droite ou k gauche. 



mOWKKKOWS A FmOTOMKHT DK OLISSBMMCT. 



Noiweaux ^ngrenages inwentes par 
Th. divwa. 

(L'une des roues etant taillee par une vis 
triangulaire, I'autre roue etant taillee par 
Tecroudela vis.) 

I*. L'outil donne la forme k la dent et 
en meme temps divise la roue; 

a®. Une roue c//zWri^a<? peut conduire 
indistinctemcnt une roue cxlindrique, une 
rome comtqueet une roue hyperboloidique; 

3«. Une roue portant n dents peut con- 
duire u»e roue portant n. ou /», ou /13 
dents; en un mot un axe A se mouvant 
avec la vitesse v peut transmettre le mou- 
vement de rotation k une suite d'axes A „ 
A„ As, se mouvant avec deavitesseadiffc- 
rentes Wi, Vi, ^3. 

40. Imposition des axes n'est invariable 
que pour I'engrenage cjrlindrique, parce 
qu'il faut imperieusemeut que les roues en 
presence soient placees^/o/«rf; mais, tout 
en restant k/ond, on peut faire varier Tan- 
gle que font entre eux les axes dans I'en- 
grenage conique, ainsi que pour I'engre- 
nage hyperboloidique ; 

50. L'engrenage est k retour; I'axe A 
peut tourner indistinctement k droite ou k 
gauche et transmettre son mouvement de 
rotation k Taxe A, au rooyen des roues 
dentees. 

i4* • 
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Le Tableau pr^c^dent nous donne, je crois, le droit de penser que, 
dans beaucoup de cas, les engrenages de precision k frottement de glis" 
sement devront etre pr^f^r^s k ceux k frottement de roulement; et d'ailleurs 
il est evident que la solution de certains problemes qui se pr^senteront 
dans la pratique des arts m^caniques, ne pourra £tre obtenue que par 
nos engrena{];es, puisque, au moyen des engrenages k frottement de rou- 
lement, on ne pent pas transmettre le mouvementde rotation dun axe 
A k une s^rie d'axes A^, Aj, A, ayant, dans Tespace, des positions quel- 
conques par rapport k cet axe A (i). 

§11. 

De la surface lieu des points de tespace dont les distances d. deux axes fixes 

sont dans un rapport constant. 

Supposons que Tun des axes A soit pris pour celui des z, et que le 
second axe A i soit parallele au plan des xz ; des lors la plus courte 
distance existant entre les axes A et A| sera situee sur Taxe des j. D^si- 
gnons par b cette plus courte distance , et par a la tangente trigonome- 
trique de Tangle que les deux axes A et A| font entre eux. 

Gela pos^ ^ les Equations de Taxe A « seront 

(i) y = 6 et X = az. 

Soitm un point de Tespace qui jouit de la propri^t^ ^nonc^e; repr6- 
sentons les coordonn^es de ce point par x', y\ z'\ d^signons par p la 
longueur de la perpendiculaire abaiss^e du point m sur 1 axe A ou Taxe 
des 2, et par p, la perpendiculaire abaiss^e de ce m^me point m sur Taxe 
Af ; on trouvera que 

p^ = x'^ ^ y\ 



(i) Le caraet^re distinctif des deux especes d'engrenages de precision pent s*enoncer 
comme il suit : 

Les engrenages de Withe permettent d'obtenir pour un axe des vitesses de 2000 et 
3 600 tours par seconde, ainsi que vient de I'experimenter M. Breguet fils. 

Mes nouveaux engrenages permettent k une roue centrale de transmettre le mouve- 
nient de rotation de son axe k une suite d'axes diriges d'une maniere arbitraire dans 
Tespace les uns par rapport aux autres. 
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et 



p\ = {(> - yj + VtT^^ 
et comme Ton doit avoir 



^ = n = constante, 
r^quation 

(2) :c' + j<« = n« [(6 - 7)' + ^^f^'] 

sera celle de la surface cherch^e, et que nous avons d^sign^e par 2, 
ci-dessus , § I. 

En discutant cette Equation , on reconnalt sans peine qu elle repre- 
sente un hyperboloide k une nappe et k frois axes in^gaux. 

Voyons maintenant ce que devient la surface 2, en faisant di verses 
hypotheses pour n, a et 6. 

I. Si ri = I , c est-^ dire si p = p, , 1 eiquation (2) devient 

(3) :c*+y« = (6-:K)'+^^^. 



Cette Equation (3) repr&ente un paraboloide hyperbolique. 

Si par le milieu de la plus courte distance b on m^ne un plan Y per- 
pendiculaire k 1 axe des y , liquation de ce plan sera 

(4) J = ^ 

en combinant T^tpiation (4) avec I'^uation (3), ontrouveles Equations 

y = \ et z = ^J-^d^±ll^ 

qui appartlennent k deux droites rectangulaires entre elles, et faisant 
1 une et 1 autre des angles ^gaux avec les axes A et A, . 



ig^ty^^ — ■ L L i.w WMi Hi ~.JU' I. ■■till — i^^w I ii^^i.l^i^'^pe^pwqiBp^wp 
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seconde surface de revolution A, , un point x de la courbe y engendre 
sur la surface A un cercle C, et sur la surface A< un second cercle C<. 
Or ces deux cercle? C et C^ se croisent au point or, soit que les deux 
surfaces A et A, se touchentTune Tautre, suivant la courbe 7, soit que 
«v.s deux surfaces A et A, se coupent suivant cette courbe 7. 
' Si Ton trace sur la surface A une courbe S, en faisant toumer les 
deux surfaces A et A^ respectivement autour des axes A et A^ , on sait 
que si la courbe y appartient ^la surface 2, lieu des points delespace 
dont les distances aux axes A et A, sont dans un rapport constant; on 
sait (i), dis-je, que la courbe S laissera pour empreinte sur la surface A< 
une courbe S^ telle que les deux courbes § et §< rouleront Tune sur 
Tautre pendant le mouvement de rotation : mais ces deux courbes S et S< 
auronten cbacun des points successifs par lesquels elles se'mettent en 
contact, des tangentes distinctes; et cela aura lieu, que la courbe y soit 
une ligne de contact, ou une ligne d'intersection par rapport aux sur- 
faces A Af ; cela aura lieu parce que les cercles G et G^ se croisent. 
Mais si les cercles C et C| se touchaient et avaient une tangente com- 
mune aulieu d'avoir deux tangentes distinctes, les courbes 6 et S, au- 
raient aussi en cbacun de leurs points successifs de contact une tangente 
commune. 

Si pour cbacun des points de la courbe y les cercles G et G| ont une 
tangente commune, la courbe y sera ^videmment une ligne de contact 
entre les surfaces A et A^, mais alors il faudra que la courbe y soit telle 
que si Ton fait mouvoir une droite G sur les axes A et A< et sur cette 
courbe 7, chacune des generatrices G soit normale k cette meme courbe 7. 

Et comme, lorsque les axes A et A4 ne sont pas situ^s dans un meme 
plan, les cercles G et G| se croisent toujours ; ce ne sera, done , que pour 
des positions sp^ciales des axes A et A^ que ces cercles G et Ci pourront j 

etre tangents 1 un k lautre. Or, lorsque les axes A et A^ sont situ^s dans j 

un mdme plan Y, et que la courbe 7 est tracee dans ce plan Y, toutes 
les normales de 7 s'appuient sur les deux droites A et A|, et la condi- 
tion enoncee ci-dessus se trouve remplie. I 



(1) Voir mes Memoires sur les Engrenages de Withe publics dans le Journal de Ma- 
th^mfltiques pures et appUquees, t. IV et V. 
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11 suffit done de prendre pour y une eourbe telle que les distances 
de cbacun de ses points anx axes A et A| soient dans un rapport conS' 
tant, pour que les courbes 6 et S, roulent Tune sur I'autre : or, d apres 
ce qui a 6t6 dit ci-dessus, la surface 2 ^tant un cylindre elliptique dans 
le cas des axes paralleles, et un c6ne non de revolution dans le cas 
les axes se coupent; la ligne y sera une droite parallele aux axes A et A| 
dans le premier cas, et une droite passant par le point en lequel se 
coupent les axes A et A4 dans le second cas; et des lors dans le pre- 
mier cas les surfaces A et A, seront deux cylindres de revolution tan- 
gents Tun a Tautre suivant la droite y, et dans le second cas les surfaces 
A et Af seront deux c6nes de revolution tangents Fun a lautre suivant 
la droite 7. 

Ainsi les courbes § et S^ ne pourront avoir meme tangente en leurs 
points successifs de contact que, 1 ^ lorsque les axes A et A, seront dans 
un mSme plan Y; et 2" lorsque les surfaces A et A, seront engendrees 
par la droite y, intersection du plan Y et de la surface 2. 

Ainsi le frottement de roulement direct n existera que dans ces deux 
cas, et dans tous les autres le frottement sera de roulement angulaire. 

Lorsque les courbes S et S| out meme tangente Q en cbacun de leurs 
points des contacts successifs, la construction des surfaces-canaux B et B, 
peut varier k Finfini, parce que Ton peut mener par la droite 9 un plan 
quelconque T, et par le point x, contact des courbes S et S^, mener 
une droite N perpendiculaire au plan T, et construire deux courbes 
& et (f f ayant le point x pour point commun et la droite N pour nor- 
male commune; des lors ^ et &^ engendreront deux surfaces B et B^ 
qui auront bien au point x le plan T pour plan tangent commun. Mais 
lorsque les courbes S et S^ ont des tangentes diff^rentes 6 et 6^ en ce 
point x, alors le plan T est invariablement determine, car il doit passer 
par les tangentes 9 et d^ , et des lors la droite N est aussi invariable- 
ment determinee. 

Mais si Ton peut donner auplan T une infinite de positions (lorsque 
les courbes § et S, ont m^me tangente 9) , on doit faire remarquer, ce- 
pendant, qu'il existe une position que Ion ne peut attribuer auplan T, 
parce que Tengrenage ne pourrait exister. 

Gette position est celle ou le plan T serait perpendiculaire a la droite 
G, qui, passant par le point x et s'appuyant sur les deux axes A et A, , 

i5 
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serait normale k la ligne de contact 7 ; car il est Evident que dans ce cas 
les surfaces-canaux B et B^ ^chapperaient rune k Fautre, pendant le 
mouvenient de rotation des axes A et A4, et & la facon de deux cercles 
tangents Tun k Fautre. 

Cest par cette meme raison que, lorsque les axes A et A^ ne sent 
pas situ^s dans un meme plan , on ne doit pas prendre pour la ligne y 
une ligne telle que les deux surfaces A et A| soient tangentes Fune a 
Fautre suivant cette ligne y^, car aloi^ le plan T, d^termin^ par les tan- 
gentes et Q^ des courbes S et 64, serait tangent en meme temps aux deux 
surfaces A et A4, et serait des lors perpendiculaire k la droite G qui est 
normale k la ligne 7 et s appuie sur les axes A et A^ ; et alors Fengrenage 
ne pourrait subsister, en ce sens que les surfaces-canaux B et B, ^cbap- 
peraient Fune a Fautre pendant le mouvement de rotation. 

Cette discussion nous d^montre done que, pour la th^orie des engre- 
nages k Jrottement de roulementy la solution du probl^me suivant est 
sans interet. 

Determiner la courbe 7 qui , trctcie sur la surface 1 lieu des points de 
Cespace dont les distances a deux axes A et A^ sont dans un rapport cons- 
tant, engendrera deux surfaces de r^olution A e/ A( ay ant respectivement 
pour axes les droites A et Ai^ et telles quelles soient en contact par cette 
courbe gineratrice 7. 

Puisqu'on ne devra jamais employer cette courbe 7 toute particulidre 
de la surface 2 , lorsqu il s'agira de construire un engrenage destine a 
Iransmettre le mouvement de rotation entre deux axes non situes dans 
un mSme plan. 

U y a longtemps, en 18 19, lorsque j etais k F^cole d'Application de 
Metz, jai resolu le probleme que je viens d'^noncer, pour les sept cas 
que nous avons examines ci-dessus, § II. Dans ces sept cas, jai pu in-- 
tegrer Fequation diff^rentielle a laquelle on arrive et qui est du premier 
ordre et du quatrieme degr^, mais dans le cas ou Fon suppose que les 
quantites n^ a et b sont quelconques, je n'ai pu parvenir k integrer 
cette equation. 
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§IV. 

A la fin du chapitre III j'ai dit que j'examioerais en detail, dans le 
chapitre IV, § IV, ce qui etait relatif au frottement de mes nouveaux 
engrenages (obtenus en taiUant Tune des roues par une vis, et I'autre 
roue parT^crou de cette vis), et que je compl^terais , alors, ce que je 
venais d exposer sur ce sujet. 

Et en effet, je ne pouvais comply tement traiter la question du frotte^ 
merit pour ces nouveaux engrenages, qu'apres avoir ^tabli les differences 
giomitriques qui existent entre les frottements de routement et de glisse- 
menty soit direct y soit angulaire. 

Lorsque Yenvelopp^e est un plan P, les deux surfaces enveloppes $ et $, 
qui forment les surfaces de deux dents en contact , viennent se mettre 
successivement en contact par des points qui d^terminent une droite § , 
telle, ai-je dit, qu elle n'^tait point situ^e sur Tbyperboloide lieu des 
points de Tespace dont les distances aux deux axes A et A, de Tengre- 
nage , sont dans un rapport constant et inverse de celui des vitesses de 
ces axes. 

Nous pouvons maintenant r^soudre compl^tement cette question. 

Les Equations de la droite § sont fonction des coefficients A et B qui 
d^terminent la direction de Xenveloppie P dans Fespace, puisque liqua- 
tion de cette enveloppie est 

z = Ax -h By -h C; 

r^quation de rhyperboloide est du second degre. 

Si done la droite § peut etre situ^e sur rhyperboloide, il faudra qu en 
^minant x ety entre les Equations de § et T^quation de rhyperboloide , 
on trouve une equation en z qui soit satisfaite quel que soit z. 

Or cette Equation finale sera du second degr^ en z et de la forme 

Kjz* H- K^z^ -h KoZ^= o, 

Kj, K|, Ko etant des fonctions des coefficients A et B. 
On devra done poser les trois Equations de condition 

Kj = o, K| = o, Ko = o. 

i5. . 
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Ou a done trois Equations de condition pour determiner les coefficients 
A et B ; ces coefficients ne pourraient done avoir que des valeurs parti- 
culieres. Et d^s lors le plan P ne pourrait avoir dans Tespace que cer- 
taines directions P,, Pj , P,, . . . , et en nombre fini. 

Si done on suppose que Yenvetoppee, au lieu d etre un plan, est une 
surface (comme la surface d un filet de vis ou d'ecrou), on devra mener 
a cette surface des plans tangents paralleles aux directions P|, P^ , P39 . . • 
Mais on sait que 1 on ne pent mener k une surface qu un certain nombre 
de plan tangents paralleles k un plan donn^ de direction dans Tespace. 
Des lors on aura 

Les plans tangents T , , T^ , T", . . . (en nombre fini) paralleles au plan P ^ , 

rp rpr rpit p 

et ainsi de suite. 

Les points de contact de ces plans tangents et de la surface enveloppie 
devront, pendant le mouvement de cette enveloppie en ligne droite, 
venir passer sur la courbe § , lieu des points des contacts successifs des 
surfaces enveloppes $ et $< ; et comme ces points sont en nombre fini , 
on voit qull n y aura qu un certain nombre de points de la courbe § qui 
se trouveront situes sur rhyperboloide, lieu des points de Tespace dont 
les distances aux axes A et A| sont dans un rapport constant. 

Ainsi , il est bien demontr^ que le frottement est de glissement dans mes 
nouveaux engrenages , et qu'il ne peut y avoir tendance au frottement de 
roulement que pour certaines positions des dents en contact. 

Nous pouvons done affirmer que si Ton a construit la courbe §, lieu 
des contacts successifs de deux dents en prise, la tendance au frottement 
de roulement n'existera que pour les points en lesquels cette courbe % 
pereera Thyperboloide , lieu des points de Tespace dont les distances aux 
axes A et A^ sont dans un rapport constant. Et alors il arrivera que si 
avant un de ces points les surfaces $ et $| sont telles que $ glisse sur ^i, 
apres ce point, ce sera $1 qui glissera sur $. 

J'ai dit , ci-dessus, que, en vertu des Equations K, = o, K| =0, K© =0, 
on aurait un nombre fini de directions P|, Pj, P,, pour lenvelopp^e P, 
et je n'ai point cberche le nombre des directions possibles. Pour obtenir 
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ce nombre, il aurait fallu resoudre les equations; mais il est facile de 
d^montrer, par des considerations g^om^triques , que jamais la droite ^ 
ne pourra etre situ^e sur Fhyperboloide , lieu des points de Tespace dont 
les distances aux axes A et A| sont dans un rapport constant. 

Eten e£fet, supposons que la droite § est situ^e sur rhyperboloide; 
on sait que Yerwelopp^e plane P sera perpendiculaire k la droite |. En 
faisant tourner la droite ^ autour de laxe A , on aura un hyperboloide 
de revolution A, et la courbe S qui, trac^e sur A, viendra successivement 
passer par les divers points de § , sera une ddveloppante hyperboldidique. 

Or, ienveloppe du plan P est une heli9oide d^veloppable $, dont 
I'arete de rebroussement est trac^e sur un cylindre de revolution H ayant 
pour axeTaxe A; il faudra done, si en effet la droite ^ pent etre situ^e 
sur ITiyperboloide , que la surface contienne la courbe S , et c*est ce 
qui ne pent avoir lieu. 

Et en effet, pour que cela f(it, il faudrait que Ton pftt mener par 
des points ^quidistants et situ^s sur la droite ^ des plans tangents au cy- 
lindre H comprenant entre eux des angles egaux, et il est Evident que 
cela est impossible. 

Ainsi, il est bien d^montre que le frottement est de glissement dans 
mes nouveaux engrenages , dont la theorie a ete expos^e dans le cha- 
pitre III, et que le frottement ne pent avoir une tendance au roulement 
qu en les points oil la courbe § perce Thyperboloide , lieu des points de 
Tespace dont les distances aux axes A et A| de lengrenage sont dans 
un rapport constant et inverse de celui des vitesses de ces axes. 
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DESCRIPTION DE LA PLANGHE IV 



Cette plancbe repr&ente F^pure, en grandeur naturelle, qui a servi 
a construire le modele de Fengrenage de force destin^ a transmettre le 
mouvement de rotation entre deux axes, non situes dans un mSme plan, 
et comprenant entre eux un angle de 3o®. 

Dn modele de cet engrenage existe dans les collections de l^ficole 
Polytechnique, et a et6 execute, en i83i, par feu Bhocghi, conservateur 
des modeles k cette ]£cole. 

Un second modele du meme engrenage a et^ ex^cut^, en i84 i, par 
M. M^DAR, pour les galeries du Conservatoire royal des Arts et Metiers. 

Explication de fipure. 

La ligne LT repr^sente la ligne de terre; 

L axe A de la roue, portant vingt-quatre dents cylindriques k d^ve- 
loppantes de cercle, est vertical; ses projections sont A'^ et A*'; 

L'axe A, de la roue, portant dix-huit dents h^li9oidales, est situ^ dans 
le plan vertical de projection; ses projections sont A| et A* ou LT; 

Les lignes milieu M et M^ sont, sur le plan vertical de projection, les 
traces verticales de deux plans partageant en parties ^ales les rondelles 
k denter. 

Ces lignes M et M^ se coupent en un point X*" qui sera la projec- 
tion verticale de la droite X intersection des deux plans partageant les 
rondelles en parties ^gales. 

On a fait tourner la roue fix^e k laxe incline A, autour de la droite X, 
pour amener cette roue en ime position horizontale. 

C'est en cette position horizontale que la roue portant dix-huit dents 
se trouve representee par I'^pure. 

En lisant la th^orie de cet engrenage, expos^e dans le chapitre II, on 
pourra suivre sur cette ^pure les diverses constructions graphiques. 

FIN. 
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